PCSI 1 Correction : chapitre 12 - exercice 8 2020/2021

Exercice 8 :

Déterminer, pour tout n € N, la dérivée n'*™€ de :

3

1. fi:x—cos’x,

2. fo:x— e*sinx,
3. frix— (P +x2+1e

Correction:
1. SoitxeR,ona:

ix 3

i e—lx
e +

filx) =cos®x = TZ d’apres la formule d’Euler

eSix+efsix+3eix+3efix , . L
= 8 d’apres le bindbme de Newton

= i (cos(3x) +3cos(x))

= iRe (egix +3eix)

1 . _ .
Ainsi:VneN,VxeR, f”(x) = LRe (B)"e3* +3(i™Me'™). Or, i" = e,

SoitneN, xeR,ona:
fl(n) (x) = iRe (3nei(3x+n%) +3ei(x+n%))
1., b4 b4
=- (3 cos (3x+ n—) +3cos (x+ n—))
4 2 2

Onadonc: 1
" () == (37 z z
VneN,VxeR, fl (x)—4(3 cos(3x+n2)+3cos(x+n2))
2. Onremarque que: Yx € R, f(x) = Im (e"*7*, On prouve alors par récurrence que :
. .\ P T
YneN, VxeR, £ (x) =Im ((1+0)"e1*0%). 0r, (1+ 1) = (V2] = (vV2)"ei"s.
SoitneNetxeR,ona:

) (x) = Im ((\/z)”ei"% e(l”)x)
b
_ n,X o -
=(V2)"e sm(x+ n4)

Finalement, on a prouvé que :
(n) _ \/_ n,x . z
VreN, VxeR, f,7(x) =(v2)"e"sin x+n4
3. f; estle produit de fonctions de classe C* sur R donc f;3 est de classe C* sur R. Posons h: x — x>+ x*>+let g: x — e~ %,

on aalors:
VxeR, W'(x)=3x*+2x h'(x)=6x+2 h"(x)=6 etVk=4, h'P(x)=0

De méme, on montre par récurrence que : Yk €N, ona g/ (x) = (=1)"e™*.
Soit n = 3, on utilise la formule de Leibniz.
SoitxeR,ona:

n

() [ — n\ (n—k)
3 (x)—kz_o(k)f x0g" " (x)

n
= (Z)ho(x)g(”’ (x) + (?)h’(x)g("‘“ (x) + (:)h”(x)g(”‘z’ (x) + (g)h"'mg NEUEEDY (Z)h(k) (0g" ™)
k=4

+6n(n—1)(n—2)

_ln—?, -X
5 (=D e

P2+ 1)) e+ nBx2+20(=1)" e + 6x+2) 2 (-1)" 2™

(n-1)
2

=(-D"e* (x3 +(1-3mx*+@n?-5n)x+1+nn-1G- n))

On remarque que la relation reste valable pour n =0, n=1etn=2.



