PCSI 1 Correction : chapitre 18 - exercice 15 2020/2021

Exercice 15:

Un mobile se déplace aléatoirement dans I'ensemble des sommets d'un triangle ABC de la facon suivante : si a I'instant
n il est sur I'un quelconque des trois sommets, alors a I'instant n + 1, soit il y reste avec une probabilité de 2/3, soit il se place
sur I'un des deux autres sommets, et ceci avec la méme probabilité pour chacun de ces deux sommets.
Initialement (c’est-a-dire a I'instant 0), le mobile se trouve en A.
On définit, pour tout n de N les événements A, (resp. By, Cy,) :

"le mobile se trouve en A (resp. en B, en C) al'instant n'

et les probabilités a, = P(Ay), by, = P(By) et ¢, = P(Cp).
1. Pour tout n € N, calculer a, + b, + cj,.
2. Exprimer, pour tout n €N, a,+1, bu+1 €t cy41 en fonction de a;,, by, et c,.
3. En déduire que :

1 1
VneN, app1—bpi1 = E(an —bp)etapi1—cpi1= E(an —cp).
4. En déduire une expression de a,, b, et ¢, en fonction de n.

Correction :

1. SoitneN, (A, By, Cy) est un systéme complet d’événements donc :
VneN, a,+b,+c,=1.

2. Soit n €N, comme (A, B, Cy,) est un systéme complet d’événements, on a, par la formule des probabilités totales :

an+1 = P(Ap+1) = P(An+11An) P(Ay) + P(Ap+11Bp) P(By) + P(Ap+11Cr) P(Cy)
2 1 1

=—an+-=bp+=cy.
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® La probabilité qu'il reste sur un méme sommet est % donc P(Ap+114n) = %, la probabilité qu'il change de sommet est %

donc P(Aps11Bp) = P(Ap+11Cp) = §. De méme,

by+1 = P(Bp+1) = P(Bn+11An) P(Ap) + P(Bp+11By) P(Bp) + P(Bn+11Cn) P(Cy)
1

= a+2b+1c
"6 " 3" e ™

Et

cn+1 = P(Cpi1) = P(Cpy1lAn) P(Ap) + P(Cya1|Br) P(By) + P(Cri11Cr) P(Cy)
1 1 2

=—ap+-=byp+-cp.
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3. ™ Les questions suivantes ne sont plus des questions de probabilités.
SoitneN,ona:

2 1 1 1 1 2
Ap+1 —bn+1 = gdn'i'gbn'i‘gcn— gan+ gbn+ g(ln

1
= E(an —by)

Et

2 1 1 1 1 2
Ap+l —Cp+1 = gan‘f' gbn‘f' g()n— gdn+ gbn+ gCn

1
= E (an—cn)
4. D’apres la question précédente, on sait que les suite (a, — by,) nen €t (@, — ¢p) nen sSont géométriques de raison %
De plus, saitque ap =1, by =0et co =0.

. 1
SoitneN,ona: an—bn=2—netﬂn—0n=2—n-



De plus d’apres la question 1: a, + b, + ¢, = 1.

Or,
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Ainsi,ona:
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