
PCSI 1 Correction : chapitre 1 - exercice 41 2020/2021

Exercice 41 :
Déterminer les nombres z ∈C tels que :

1. 1, z et z2 forment un triangle rectangle,

2. z, 1
z , −i sont alignés.

Correction :
1. Soit z ∈C. Les points 1, z, z2 sont deux à deux distincts ssi z ∉ {−1,0,1}.

On suppose désormais z ∈C\ {−1,0,1}.

• 1, z et z2 forment un triangle rectangle en 1 ssi
z2 −1

z −1
∈ iR

ssi z +1 ∈ iR

ssi Re (z +1) = 0

ssi Re z +1 = 0

ssi Re z =−1

.

• 1, z et z2 forment un triangle rectangle en z ssi
z2 − z

1− z
∈ iR

ssi z ∈ iR

ssi Re (z) = 0

.

• 1, z et z2 forment un triangle rectangle en z2 ssi
1− z2

z − z2 ∈ iR

ssi Re

(
1+ z

z

)
= 0

ssi Re

(
(1+ z)z

|z|2
)
= 0

ssi Re
(
z +|z|2)= 0

ssi Re(z)+|z|2 = 0

ssi Re z =−|z|2.
On pose z = x + i y avec x, y ∈R.
On a alors 1, z et z2 forment un triangle rectangle en z2 ssi x +x2 + y2 = 0

ssi

(
x + 1

2

)2

+ y2 = 1

4

ssi

∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣= 1

2

.

Finalement on trouve : (Re z =−1 ou Re z = 0 ou
∣∣z + 1

2

∣∣= 1
2

)
et z ∉ {−1,0,1}.

2. Soit z ∈C. Les points z,
1

z
et −i sont deux à deux distincts ssi z ∉ {−i , i ,1,−1}.

Supposons z ∈C\ {−i , i ,1,−1}.

z,
1

z
et −i sont alignés ssi

z + i
1
z + i

∈R

ssi
z(z + i )

1+ zi
∈R

ssi
z(z + i )(1− i z)

|1+ i z|2 ∈R

ssi
z(z + z + i − i |z|2

|1+ i z|2 ∈R

ssi
z(2Re(z)+ i − i |z|2

|1+ i z|2 ∈R

ssi z(2Re(z)+ i − i |z|2 ∈R
ssi Im

(
z(2Re(z)+ i − i |z|2)= 0

On pose z = x + i y avec x, y ∈R.
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Ainsi, les points sont alignés ssi Im
(
(x + i y)(2x + i − i (x2 + y2)

)= 0

ssi x −x(x2 + y2)+2x y = 0

ssi x(1− (x2 + y2)+2y) = 0

ssi x = 0 ou x2 + y2 −2y = 1

ssi x = 0 ou x2 + (y −1)2 = 2

ssi Re z = 0 ou |z − i |2 = 2

ssi Re z = 0 ou |z − i | =p
2

.

Finalement, les points sont alignés ssi Re z = 0 ou |z − i | =p
2.
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