PCSI 1 Correction : chapitre 20 - exercice 19 2020/2021

Exercice 19:

Soit A = (a;,j) € M, (K) définie par: a;,; = 1sii= j et a; ; = a sinon, avec a € K. Déterminer le rang de A en fonction de
aetn.

Correction :

Ona:
1 a a
a
A=
a a 1

Ainsi, en effectuant les opérations élémentaires C; — C; — C, pour i € [1, n — 1], on obtient :

l1-a 0 0 a
0 l1-a
A ~ .
C .. 0
0 .. 0 1- a
a-1 a-1 a-1 1

N Ces opérations sont choisies de facon a faire apparaitre un maximum de zéros.

e Sia=1,alors:
0 - 0 1

Ol

doncrg(A) =1.
N Les colonnes nulles "'ne comptent pas” dans le rang, il ne reste donc qu'une colonne non nulle.

a n—-1
. Sia;«rﬁ1,eneffectuantC,,<—Cn—1 ZCj,onobtient:
—a“
Jj=1
l-a 0 0 0
0 1-a
A ~
C : . . 0 :
0 0 1-a 0
a-1 a-1 -+ a-1 1-an-1)

& Cette opération a été choisie de facon a se ramener a une matrice triangulaire pour laquelle le rang est facile a calculer.
Ainsi,

. -1 . . . . . .
- Sia# T A est une matrice équivalente a une matrice triangulaire a éléments diagonaux tous non nuls donc
n —
A est inversible ainsi :

1g(A) = n.
. -1
- Sia= 1,alors;:
l-a 0 0 0
0 l1-a
A ~ . . .
C . . 0 .
0 0 1-a O
a-1 a-1 a-1 0
Or cette matrice admet n — 1 pivots donc :
rg(A)=n-1.



