L] N L] 0
PCSI 1 Devoir a la maisonn® 2 :
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Les résultats doivent étre encadrés.
Merci de préciser sur la copie si vous souhaitez étre noté ou non.

Exercice 1:
1. Montrer que :

1( n 1 (n+1
VnEN,Vke[[l,n+1]],%(k_l):_( )

2. Montrer que :

n+l (_1yk-1 n k-1
VneN*, (-1 (n+1) Z(1) (k): 1
k=1 k k=1

3. En déduire que:

vneN”, Z(ll)ckl( ) i
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Exercice 2 :

1. Montrer que la fonction f suivante est croissante :

f: (0,400 — R

2. Montrer que :
lx+yl _ I« N |yl

"1+lx+yl T 1+xl 1+yl
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Probléeme1:
Soit n = 2 un entier naturel. On considere la fonction :

¢: [0,bn] — R

On admettra que la fonction ¢ admet un maximum.

Partie 1 : Questions préliminaires
1. Montrer que :

Vke[0,nl, pk) =

2. Montrer que :
Yte0,n], ¢(f) = ]_[It kl.

3. On considére la fonction :
f: R — R
x — In|x|.
Montrer que f est dérivable et que :
't R* -
X —

=1~ 2

Partie 2 : Etude du maximum de ¢
1. Montrer que :

Viel[0,n], p(n—1)=@(1).

@(t-1)

2. Soit t €]1, n] tel que ¢ ¢ N. Calculer o0

3. En déduire que:
Vie [l,g],q)(t—l)z(p(t).
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4. Montrer que ¢ atteint son maximum en un point de I'intervalle [0, Z].
On admettra que, ¢ atteint son maximum en un point de [0, 1].

Partie 3 : Abscisse du maximum de ¢
1. Soit t e Rtel que t ¢ N, expliciter In(¢(1)).
! n 1

en fonction de _—
iz =k

En déduire
LA |

o t-k

En déduire que ¢'(#) est strictement négatif sur I'intervalle [%, 1[.

2. Pour t € [},1], déterminer le signe de la somme

noo1
3. (a) Calculerla dérivée de la fonction définie sur 10, 1[ par g(¢) = Z Py
k=0t~
(b) Déterminer le sens de variation de g.
(c) En déduire que ¢’ s’annule en au plus un point de ]0, 1[.

4. Montrer que le maximum de ¢ est atteint en un unique point de |0, 1, noté .
n

Quelle est la valeur de Z
k=0 tn—k
Partie 4 : Une majoration de ¢
1. (a) Soit k € N*. Montrer que :

?

(b) Montrer que :
2. (a) Montrer que:

(b) Montrer que :

3. Montrer que t; < ———.
et = o+

4. Montrer que :

Vte [0, I’l], (,D(I) < m



