PCSI 1 Devoir a la maisonn®5: 2023/2024
Arendre pour le : lundi 11 décembre
Les résultats doivent étre encadrés.
Merci de préciser sur la copie si vous souhaitez étre noté ou non.

Probleme 1:
Dans ce probleme, on cherche a déterminer les applications f définies sur ]0, +o0o[ et a valeurs dans ]0, +oo[ qui vérifient les
deux propriétés suivantes :
Py: Vx,y€]0,+o0l, f(xf(y)=yf(x),
P, : f estmajorée sur]1, +ool, c'est-a-dire: JA€ R, Vx €]1, +ool, f(x) < A.
1. Soit I un intervalle de R et soit ¢ une application définie sur I et a valeurs dans I. On dit que ¢ est une involution ssi :

Vxel, plp(x) =x.

(a) Donner un exemple d’'involution de R dans R autre que I'identité.
(b) Donner un exemple d’involution de ]0, +oo[ dans ]0, +oo[ autre que l'identité.
(c) Montrer qu'une involution de I dans I est bijective.
2. Soit f une fonction de ]0, +oo[ dans 10, +oo[ vérifiant les propriétés P; et Ps.
(a) Soient y1, y2 €10, +oo[ tels que f(y1) = f(y2). Montrer que y; f(1) = y2 f(1).
(b) Montrer que f est injective.
(c) Montrer que f(f(1)) = f(1) puis que f(1) =1.
(d) Montrer que f est une involution de ]0, +ool.
(e) Soient a, b €]0, +oo[, montrer que :

flab) = f(a)f (D).
Indication : on pourra poser y = f(b).

3. Soit f une fonction de ]0, +oo[ dans ]0, +oo[ vérifiant les propriétés P; et Ps.
On note F 'ensemble des points fixes de f :

F ={x€]0,+o0l, f(x) = x}.

(a) Montrer que :
Vx €]0,+ool, xf(x) € F.

(b) Montrer que 1€ F.
(c) Montrer quesix,y € F, alors xy € F et § eF.

(d) Montrer quesi x € F, alors:
VvneN,x"eF

(e) Montrer quesi x € F, alors x < 1.
Indication : on pourra considérer la suite (x") ;en-
(f) Montrer que F = {1}.
(g) Endéduire f.
4. Déterminer toutes les applications répondant au probléme posé.
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Probleme 2 :
On consideére la fonction f suivante :

1. (a
(b)

f: RY - R
3x+4
x —
2x+3

Déterminer les points fixes de f.
Etudier les variations de f.

2. On définit la suite (1) nen par:

(a)
(b)
(©)

3. (a

(b)
(©

(d)

(e)

()

3u,+4

up=letvVneN, u =—.
0 n+1 2u,+3

Etudier la monotonie de (u;,).
Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

Montrer que :

2

2—uy,

VnEN,OS\/Z—uns

Montrer qu’il existe des suites d’entiers naturels non nuls (a,) zen €t (D) nen telles que :

an
VneN, u, =—,

n

avec :

L an+1 =3a,+4by,
ao—bo—letVnEN,{ ooy =2a,+3b,

Montrer que pour tout n €N, a, et b,, sont impairs.
Montrer que :
vneN, a,=5"eth,=5".

Montrer que :
VneN,2b: -a’=1.

En déduire que :

1
VneN,0<v2- 2 < 5
b~ 202

Etudier la limite de la suite (cos(v2b,,7)).

4. On considere ’ensemble suivant :

A={cosx+ cos(\/ix), x €R}.

Déterminer la borne inférieure de A.
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