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Problème 1 :
Dans ce problème, on cherche à déterminer les applications f définies sur ]0,+∞[ et à valeurs dans ]0,+∞[ qui vérifient les
deux propriétés suivantes :

P1 : ∀x, y ∈]0,+∞[, f (x f (y)) = y f (x),

P2 : f est majorée sur ]1,+∞[, c’est-à-dire : ∃A ∈R, ∀x ∈]1,+∞[, f (x) ≤ A.
1. Soit I un intervalle de R et soit ϕ une application définie sur I et à valeurs dans I . On dit que ϕ est une involution ssi :

∀x ∈ I ,ϕ(ϕ(x)) = x.

(a) Donner un exemple d’involution de R dans R autre que l’identité.
(b) Donner un exemple d’involution de ]0,+∞[ dans ]0,+∞[ autre que l’identité.
(c) Montrer qu’une involution de I dans I est bijective.

2. Soit f une fonction de ]0,+∞[ dans ]0,+∞[ vérifiant les propriétés P1 et P2.

(a) Soient y1, y2 ∈]0,+∞[ tels que f (y1) = f (y2). Montrer que y1 f (1) = y2 f (1).
(b) Montrer que f est injective.
(c) Montrer que f ( f (1)) = f (1) puis que f (1) = 1.
(d) Montrer que f est une involution de ]0,+∞[.
(e) Soient a,b ∈]0,+∞[, montrer que :

f (ab) = f (a) f (b).

Indication : on pourra poser y = f (b).

3. Soit f une fonction de ]0,+∞[ dans ]0,+∞[ vérifiant les propriétés P1 et P2.
On note F l’ensemble des points fixes de f :

F = {x ∈]0,+∞[, f (x) = x}.

(a) Montrer que :
∀x ∈]0,+∞[, x f (x) ∈ F.

(b) Montrer que 1 ∈ F .
(c) Montrer que si x, y ∈ F , alors x y ∈ F et x

y ∈ F .
(d) Montrer que si x ∈ F , alors :

∀n ∈N, xn ∈ F.

(e) Montrer que si x ∈ F , alors x ≤ 1.
Indication : on pourra considérer la suite (xn)n∈N.

(f ) Montrer que F = {1}.
(g) En déduire f .

4. Déterminer toutes les applications répondant au problème posé.
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Problème 2 :
On considère la fonction f suivante :

f : R+ → R

x 7→ 3x +4

2x +3
1. (a) Déterminer les points fixes de f .

(b) Etudier les variations de f .

2. On définit la suite (un)n∈N par :

u0 = 1 et ∀n ∈N, un+1 = 3un +4

2un +3
.

(a) Etudier la monotonie de (un).
(b) Montrer que (un) converge et déterminer sa limite.
(c) Montrer que :

∀n ∈N, 0 ≤p
2−un ≤ 2−u2

n

2
.

3. (a) Montrer qu’il existe des suites d’entiers naturels non nuls (an)n∈N et (bn)n∈N telles que :

∀n ∈N, un = an

bn
,

avec :

a0 = b0 = 1 et ∀n ∈N,

{
an+1 = 3an +4bn

bn+1 = 2an +3bn

(b) Montrer que pour tout n ∈N, an et bn sont impairs.
(c) Montrer que :

∀n ∈N, an ≥ 5n et bn ≥ 5n .

(d) Montrer que :
∀n ∈N, 2b2

n −a2
n = 1.

(e) En déduire que :

∀n ∈N, 0 ≤p
2− an

bn
≤ 1

2b2
n

.

(f ) Etudier la limite de la suite (cos(
p

2bnπ)).

4. On considère l’ensemble suivant :
A = {cos x +cos(

p
2x), x ∈R}.

Déterminer la borne inférieure de A.
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