PCSI 1 Devoir a la maisonn® 8: 2023/2024
Arendre pour le : lundi 18 mars
Les résultats doivent étre encadrés.
Merci de préciser sur la copie si vous souhaitez étre noté ou non.

Probléme 1 :
. 3

1. Montrer que: Arcsinx = x+% +o(x).

x—0
2. (a) On pose, pour ne€N*,

fu: [nmonn+%] — R
x — (=1)"sinx- %
Montrer que f;, est bijective de [nm, nw + %] vers un intervalle que I'on précisera.

(b) En déduire que, pour n € N*, I'équation |xsin x| = 1 admet une unique solution dans ]mt, nm+ % [ On notera x,
cette solution.
3. Montrer que : x,, ~ nn.
4. Onpose:
vrneN*, y, = x, — n.

L-
Xn

(b) En déduire que: y, ~ % (On indiquera clairement le raisonnement effectué.)
5. Onpose:

(a) Montrer que: Vn eN*, y, = Arcsin

1
VneN*, z,=x,—nm— —.
nm
(a) Montrer que: z, = 0(%).
1

. * 1
(b) Montrer que:VneN", —

+ z;,; = Arcsin ———.
N+ 5= +2n

P . . _ 1 _ 5 1
(c) Endéduire que: x, = nm+ ;7 — e + 0(n3 )

Probléeme 2 :
Soit E un R-espace vectoriel.
On dit qu’une famille (xy,..., x,) de E est une famille positivement génératrice de E ssi :

Vx€E3Ay,...,Ap) € RN, x= i Ak Xk
k=1
1. Des exemples :
(@) Onpose E; ={(x,y,2) € R3, x+ y+z=0tetx; =(1,-1,0), x =(0,1,-1), x3 =(-1,0,1).
Montrer que la famille (x1, x2, x3) est positivement génératrice de Ej.
(b) Onpose E; = {PeR,[X], P(0) =P'(0)} et Py = X?>+ X +1,Py = X?-X~-1,P3=-2X?>+ X + 1.
Montrer que la famille (P, P,, P3) est positivement génératrice de E,.
2. Soit (x1,..., Xp) une famille positivement génératrice de E.
(a) Montrer que (xy,..., Xp) est génératrice de E.
(b) Montrer que (x1,..., Xp) estliée.
3. Soit (x1,...,Xp) une famille génératrice de E. Montrer que la famille (x1,..., Xp, —X1,...,—X)p) est une famille positive-
ment génératrice de E.
4. On suppose, dans cette question, que E est de dimension finie n € N*.
(a) Soit (x1,...,%p) une famille positivement génératrice de E. Montrer que :

pzn+l.

n
(b) Soit (ey,...,e,) une base de E. Montrer que la famille (el, B Z e,-) est une famille positivement génératrice
i=1
de E.
(c) En déduire le nombre minimal d’éléments d'une famille positivement génératrice de E.



