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Problème 1 :

1. Montrer que : Arcsin x =
x→0

x + x3

6 +o(x3).

2. (a) On pose, pour n ∈N∗,
fn :

[
nπ,nπ+ π

2

] → R

x 7→ (−1)n sin x − 1
x .

Montrer que fn est bijective de
[
nπ,nπ+ π

2

]
vers un intervalle que l’on précisera.

(b) En déduire que, pour n ∈N∗, l’équation |x sin x| = 1 admet une unique solution dans
]
nπ,nπ+ π

2

[
. On notera xn

cette solution.

3. Montrer que : xn ∼ nπ.

4. On pose :
∀n ∈N∗, yn = xn −nπ.

(a) Montrer que : ∀n ∈N∗, yn = Arcsin 1
xn

.

(b) En déduire que : yn ∼ 1
nπ . (On indiquera clairement le raisonnement effectué.)

5. On pose :

∀n ∈N∗, zn = xn −nπ− 1

nπ
.

(a) Montrer que : zn = o
( 1

n

)
.

(b) Montrer que : ∀n ∈N∗, 1
nπ + zn = Arcsin 1

nπ+ 1
nπ+zn

.

(c) En déduire que : xn = nπ+ 1
nπ − 5

6n3π3 +o
(

1
n3

)
.

Problème 2 :
Soit E un R-espace vectoriel.
On dit qu’une famille (x1, . . . , xp ) de E est une famille positivement génératrice de E ssi :

∀x ∈ E ,∃(λ1, . . . ,λp ) ∈ (R+)p , x =
p∑

k=1
λk xk .

1. Des exemples :

(a) On pose E1 = {(x, y, z) ∈R3, x + y + z = 0} et x1 = (1,−1,0), x2 = (0,1,−1), x3 = (−1,0,1).
Montrer que la famille (x1, x2, x3) est positivement génératrice de E1.

(b) On pose E2 = {P ∈R2[X ], P (0) = P ′(0)} et P1 = X 2 +X +1, P2 = X 2 −X −1, P3 =−2X 2 +X +1.
Montrer que la famille (P1,P2,P3) est positivement génératrice de E2.

2. Soit (x1, . . . , xp ) une famille positivement génératrice de E .

(a) Montrer que (x1, . . . , xp ) est génératrice de E .
(b) Montrer que (x1, . . . , xp ) est liée.

3. Soit (x1, . . . , xp ) une famille génératrice de E . Montrer que la famille (x1, . . . , xp ,−x1, . . . ,−xp ) est une famille positive-
ment génératrice de E .

4. On suppose, dans cette question, que E est de dimension finie n ∈N∗.

(a) Soit (x1, . . . , xp ) une famille positivement génératrice de E . Montrer que :

p ≥ n +1.

(b) Soit (e1, . . . ,en) une base de E . Montrer que la famille

(
e1, . . . ,en ,−

n∑
i=1

ei

)
est une famille positivement génératrice

de E .
(c) En déduire le nombre minimal d’éléments d’une famille positivement génératrice de E .
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