PCSI 1 Devoir a la maisonn®9: 2023/2024
A rendre pour le : lundi 22 avril
Les résultats doivent étre encadrés.
Merci de préciser sur la copie si vous souhaitez étre noté ou non.

Probléeme 1 :
Partie A : Etude d’endomorphismes de polynomes

Soit n un entier naturel non nul. On note R, [X] I'espace vectoriel des polyndmes (ou fonctions polynomiales) a coeffi-
cients réels de degré inférieur ou égal a n, et B= (1, X,..., X") sa base canonique.
Dans toute cette partie, a désigne un réel quelconque.
Pour tout polynome P de R,[X], on pose : ¥,(P) =2P + (X —a)P'.
Pour tout polyndme P de R, [X], on définit également la fonction @, (P) sur R par :
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Enfin on définit, pour tout k € [0, n], le polyndme Qj par: Q = (X — a)k.
1. Montrer que 'application ¥, : P — ¥ ,(P) est un endomorphisme de R, [X].
2. (a) Déterminer ¥ ,(X*) pour k € [0, n].
(b) Justifier que ¥, est un automorphisme de R,,[X].
(c) Calculer, pour tout k de [0, n], ¥ 4(Qx)-

3. (a) Pour tout polynéme P de R,[X], exprimer ((X — @)?P(X)) en fonction de ¥ ,(P).
(b) En déduire, pour tout polyndéme P de R, [X] : ®,(¥V,(P)) = P.
(¢) En déduire que @, : P — ®,(P) est un automorphisme de R,[X] et que d>;1 =V¥,.

Partie B : Etude d’une fonction définie par une intégrale

Dans la suite du probléme, on fixe a = 0 et on prolonge 'application ®( précédente a 'ensemble des fonctions définies
et continues sur R, que 'on note plus simplement ®.

On consideére f une fonction définie et continue sur R et a valeurs dans R.
On définit la fonction ®(f) sur R par :
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1. On pose, pour tout x de R, h(x):f tf(ndt.
0

(a) Justifier que la fonction & est de classe ClsurRet préciser, pour tout x de R, 1'(x).
(b) Soit x € R**. Justifier qu'il existe deux réels a et §, appartenant a [0, x] tels que :
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(c) En déduire :
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(d) Montrer que 'on a aussi :
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2. Montrer que la fonction ®(f) est continue sur R et de classe C! sur R** et sur R™* et que 'on a:
i 1
VxeR ,(‘D(f)), (x) = < (f) -20(H ).

3. (a) Montrer que si f est une fonction paire (respectivement impaire), alors ®(f) est encore une fonction paire (res-
pectivement impaire).
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(b) Montrer que, si f est une fonction positive, alors ®(f) est encore une fonction positive.
4. (a) Montrer quesilim f =0, alors im®(f) =0.
+0o +oo

(b) Soit [ € R. Montrer que si limf =1, alors limd)(f) =
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(c) Soit !l e R. Montrer que silim f = [, alors im®(f) =
—00 —00
Partie C:

On note E I'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R* et a valeurs dans R.
Pour toute fonction f de E, on note toujours ®(f) la fonction définie dans cette partie sur R* par:
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Soit f une fonction de E. On note, comme dans la partie B, pour tout x de R*, h(x) = f tf(pdte.
0
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1. Calculer les limites de x — (JZ) etde x — hx) en 0.
X
2. Montrer que :
X h(x)? 1 h(@)? 1hX)? 2 (X
Va>0,VX>a’,fa dezg?—g?‘i‘gj; f(x)CD(f)(x)dx

3. Montrer que :
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VX>0,[ @(f)(x)? dx < gf FX®(f)(x) dx.
0 0



