PCSI 1 Devoir surveillé n® 3 :
Samedi 25 novembre
3h
Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1:
On consideére la fonction :

2x+1 1-x
fix— + 2Arctan
X’ +1 1+x
1. Donner le domaine de définition de f.
2. Etudier la dérivabilité de f et calculer sa dérivée.
3. Etudier les variations de f.
4. Tracer le graphe de f.
Exercice 2:

Résoudre I'équation d'inconnue z€ C :
1-1i
(1+i)z2—z+T =0.

On donnera les solutions sous forme trigonométrique.

Exercice 3 :
Déterminer le terme général de la suite (u,) ,en définie par :

uy=0,u;=-2etvVneN, uyi2 =2uUns+1 —2uUy.

Exercice 4 :

Déterminer une primitive de :
ch(x)-1 o
ch(x)+1 °
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Probléeme1:
On consideére la fonction suivante :
f: C\{-13 - C
z

Z —

-1
z+1°

—3+2\/§i)

3 .

1. Calculer et mettre sous forme trigonométrique : f (

2. Déterminer les z € C\ {—1} tels que f(z) € U.
3. Déterminerles z € C\ {-1} tels que | f(2)| = V2.

(a) Soitw € C, résoudre I'équation d’'inconnue z € C\ {—1}:

f(2)=w.

(b) Montrer que:VzeC\{-1,0,1}, f(2) e C\{-1,0,1}.
5. Résoudre I'équation d'inconnue z€ C\ {—1}:

f@) ==z

6. On considere la suite (u,) ,en définie par :

up e C\{—=1,0,1}, VreN, ups1 = f(uy).

(a) Montrer que la suite (u,) est bien définie.
(b) Que dire de la suite (u;,) si ug € {—i,i}?
(c) Montrer que si ug ¢ {—i, i}, alors, pour tout n €N, u, ¢ {-i,i}.
7. On suppose maintenant que uy € C\{-1,0,1,—1i, i} et on définit la suite (v,) ,en par:

Up—1
VneN, v, =

Uy +i

D’apres la question précédente la suite (v,,) est bien définie.
(a) Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison —i.

(b) Montrer que (v,) est périodique de période 4 c’est-a-dire que : Vrn €N, vy14 = vp.
(c) Déterminer le terme général de la suite (u,,).



Probléme 2 :
Dans ce probleme, on s’intéresse a I'’équation différentielle sur ]0, +ool :

1+x3)y" —2xy' +2y=1+x*°In(x). (E)

Partie 1 : Résultats préliminaires utiles

—

. Montrer qu’il existe a, b, c € R tels que :

a bx+c
=—+ .
x(x2+1) x x%2+1

Vx€]0,+o0o],

1
x(x2+1)°
. Déterminer une primitive sur ]0, +oo[ de la fonction x — xIn x.

2. En déduire les primitives sur ]0, +ool de la fonction x —

w

. Déterminer une primitive sur ]0, +oo[ de la fonction x — (1 — x?)In x.

o~

Partie 2 : Résolution de 'équation sans second membre
On s’intéresse ici a 'équation différentielle linéaire homogene (Ep) sur ]0, +ool associée a (E) :
A+x3)y"-2xy' +2y=0.  (Ep)

1. Déterminer « > 0 telle que la fonction x — x® soit solution de (Ej).

2. Soit ¢ :]0, +oo| — R une fonction deux fois dérivable. On pose : Vx €]0, +oo[, ¥ (x) = &x)

(a) Vérifier que vy est deux fois dérivable sur ]0, +oo].
(b) Montrer que ¢ est solution de (Ep) ssi ¢’ est solution de :

2

'y —2
x(x2+1)

=0. (E)

w

. Résoudre (E’) sur ]0, +o0].
4. Déterminer I’ensemble Sy des solutions de (Ey) sur ]0, +ool.

Partie 3 : Résolution de 'équation compléte

On note S I'ensemble des solutions de (E) sur ]0, +ool.
1. On suppose que I'on connait une solution ¢ de (E). Montrer que :

S={po+g gecSol.
2. On cherche une solution particuliere ¢g de (E) sous la forme :
P01 X — XAx) + (x* = D(x),
ol A et u sont des fonctions dérivables sur ]0, +oo[ vérifiant :
Vx €]0, +ool, xA'(x) + (X =D/ (x) =0.  (Ey)

(a) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur ]0, +oo[ et exprimer sa dérivée a ’aide des fonctions A et .

(b) En déduire que la fonction ¢ est deux fois dérivable sur ]0,+oo[ et exprimer sa dérivée seconde a I'aide des
fonctions A, p et '

(c) Montrer que ¢y est solution de (E) sur ]0, +ool ssi :

Vx €]0,+oo, A'(x) + 2xp/ (x) = 1+ xH)Inx.  (Ep)

(d) Soit x > 0. Déterminer les expressions de A’ (x) et u’(x) en résolvant le systéeme linéaire d’équations (E7) et (Ep).
(e) En déduire les expressions des fonctions A et p.
3. Déterminer I'’ensemble S des solutions de (E) sur ]0, +ool.



