PCSI 1 Devoir surveillé n® 4 :
Samedi 16 décembre
3h
Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1:
Soient E et F deux ensembles, soit f € F(E, F), soient A € P(E) et B € P(F). Montrer que :

fANf(B)) = f(ANB.

Exercice 2:

Soient E, F et G des ensembles, soient f € F(E,F), g€ F(F,G) et he F(G,E).

On suppose que hogo f et go f o h sont injectives et que f o ho g sont surjectives.
Montrer que f, g et h sont bijectives.

Exercice 3 :
Calculer les limites des suites suivantes :

" vn+l-vn-1
1. VneN", up, =n—m——,
va+l+vn—-1
2\
2. VneN*, u, = 1+—) ,
n

3. Vnel\l*,unzé{%—\/ﬁ]

Probleme 1:
Soit E un ensemble non vide. Pour toutes parties A et B de E, on pose :

Al1B={x€eE, x¢ Aoux¢B}.

1. (a) IHlustrerla définition de A 1 B.

(b) Soient A, B € P(E). Exprimer A1 B al’aide des opérations ensemblistes usuelles.

(c) Soit A€ P(E). Déterminer A1 A, Al Eet Al @.
. Soient A, B € P(E). Exprimer An B et AU B en utilisant uniquement I'opération ensembliste 1.
(a) Soient A, B € P(E). Montrer que :

w N

AcB<— Al (B1B)=E.

(b) Soient A, B € P(E). Montrer que :
AlB=¢p<— A=B=E.

(c) Soient A, B,C € P(E). Montrer que :
Al1B=A1C< AnB=AnC.

4. Soient A, B € P(E). On veut résoudre I’équation d’'inconnue X € P(E) :
A1X=B. (%)

(a) Montrer que si X est solution dei(*), alors AUB=E.
(b) Montrer que si AU B = E, alors B est solution de ().
(c) Montrer que si AU B = E, alors les solutions de (*) sont les X € P(E) tels que :

BcXcAUB.

(d) Conclure.
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Probléeme 2 :
Etude d’une fonction

1
1. Etudier sur 0, +oo[, la fonction f: x— xx. On précisera le domaine de définition, les limites aux bornes et les extrema.
2. Montrer que f est une bijection de ]0, e] vers ]0, e'/¢]. La bijection réciproque de f est-elle dérivable sur ]0, e'/¢]?

Etude d’une suite
Soit x un réel fixé strictement positif. On pose : () = x’, et on définit la suite (#;) ,en de la maniére suivante :
=1, vneN, In+1 :(Dx(tn)-

Lorsque la suite (#,) ,en €St convergente, on note £k (x) sa limite dans R.
3. Six =1, que peut-on en dire sur la convergence de la suite () sen?

4. Justifier que si h(x) existe (c’est a dire la suite (£,),en est convergente) alors h(x) = @ (h(x)), en déduire dans ce cas
que f(h(x)) = x.

On va traiterlecasx>1:

5. Montrer que pour x €]1, +ool, la fonction ®, : t — x' est strictement croissante sur R.

6. Soit x > 1, montrer par récurrence : Vn e N, f;, < ;41

7. On suppose que x €]1, e%], montrer par récurrence : Vn € N, t, < e. En déduire que dans ce cas, la suite (#;),en est
convergente.

1 . . .
8. On suppose x > e¢, montrer que la suite (£;) ,en @ pour limite +oo.
Indication : On pourra supposer que la suite est convergente vers h(x) et en utilisant les questions 4 et 1, aboutir a une
contradiction.

On va étudier le casx€]0,1[ :

9. Montrer que pour x €]0, 1], la fonction ®, : t — x’ est strictement décroissante sur R. Que peut-on en déduire sur la
monotonie de @, o ®, sur R?

10. Pour 0 < x < 1, montrer par récurrence que : VR €N, lo;4+1 < fop.

11. On suppose que 0 < x < 1. Montrer par récurrence que la suite extraite (f,),en €st décroissante, puis que la suite
extraite (f25,+1) nen €St croissante.

12. En déduire qu’elles sont toutes les deux convergentes, et que leurs limites ne peuvent étre que des points fixes de
O, oD, dans [0,1].

Détermination des points fixes

La suite du probléme consiste a déterminer 'ensemble des points fixes de ®, o ®, dans [0, 1].
Pour cela, on pose Vt € [0,1], g(t) = (O, 0 Dy)(2) - ¢.
13. Montrerque: Vte€ [0,1], g'(¢) = (lnx)ztbx(t) (®y0D,) (1) —1.

1
14. Danslecasxe€ |—, 1|, on admet que I'on obtient le tableau suivant :
e
t 0 1
(nx)%x—1
gl
(Inx)2x**1 -1

(a) Préciser le signe de g’(0). Quelle est la monotonie de g sur [0,1]?
(b) Montrer que @, o P, n'a qu'un seul point fixe dans [0, 1].
(c) Conclure sur la convergence de la suite (#;) en-



1
15. Danslecasx€ |0, — [, on admet que I'on obtient le tableau suivant :
e

t 0 a 1

N

(Inx)2x-1 (Inx)2x**1 -1

o1 a est 'unique racine de g” sur]0,1[ et = g'(a) = —e~!In(x) - 1.

1
(a) Préciser le signe de §lorsque x € |e™¢, p [

e ¢ l[
e

16. On suppose a partir de maintenant et jusqu’a la fin que x €]0,e¢[. Et on admet que le tableau de variation est de la
forme suivante :

(b) Que peut-on en déduire sur la convergence de la suite () ,en lorsque x €

t 0 04 6 1

a
>0
g/ 0 / \ 0
(lnx)zx—1<0/
X g(0)
g \ /'g(a)/
* -1

gy x* -

\(lnx)zxx-H _1

1
0, —| quel'on note p.
e

avecy < a <94 et g'(y) = g'(6) =0. On admet aussi que @, posséde un unique point fixe dans

(a) Montrer que g’(p) = (Inp)? — 1 et en déduire le signe de g'(p).
(b) En déduire que @, o @, possede trois points fixes p1, p, p2 vérifiant0< p; <y<p<d<p2<1.
(c) Montrer que: VneN, p2 < ty, et que la suite (f2,,) nen €St cONvergente Vers po.
(d) Montrerque:VneN, fr,+1 <p.
Indication : On raisonnera par 'absurde
(e) Que peut-on conclure sur la convergence de (f25,+1) nen 2 La suite (£;,) nen est-elle convergente?



