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Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice1:
Soit £ €]0, 11.
Lobjectif de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f € C°(R) telles que :

VX eR, f(x) —2f(tx) + f(£2x) = x°.
1. Soit f € C°(R) telle que :
VxeR, f(x)—2f(tx) + f(£2x) = x2.
g: R - R
x — fx-flx) "

i. Montrer que:

(a) On pose:

VxeR, VkeN, gt*x) — g(t*1x) = r2* 2.
ii. En déduire que:

1-— 2"
VxeR,VneN, gx) - g(t"x) = x* Tz
iii. En déduire que:
2
VxeR, gx) = —.
g(x) -2
(b) i. Montrer que:
_t2n
VxeR VneN, f(x)— f(t"x) = x> ———.
fx) = f(t"x) 1—2?

ii. En déduire que:
2

VxeR, f(X) — f(O) = m

2. Conclure.

Exercice 2 :
Soient a,b,c e R** telsque a< b < c.
Lobjectif de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f € C*(R) telles que :

VxeR, fl(ax)+ f(bx)+ f(cx) =0.

1. Déterminer les fonctions constantes solutions du probleme.
2. Soit f € C*(R) telle que :
VxeR, f(ax)+ f(bx)+ f(cx) =0.

(a) Montrer que :
n n

= & e (%) BT o (b

VneN, VxeR, "=~ f (C) f .

N N
a
(b) Montrer qu'il existe N € N tel que : — + N <1.
(c) Soit AeR**. Montrer que | f¥)| admet un maximum sur [- A, AJ.
On pose : M4 = max If(N)I.
[-AA]

(d) Montrer que :
N bN
Vxe[-A Al IfN @) <

cN N

(e) En déduire que M4 = 0 puis que f™ = 0.
(f) En déduire la forme de f.
3. Conclure.



Exercice 3 :
Soient f, g:[0,1] — [0, 1] des fonctions continues telles que fog=go f.
1. Montrer qu’il existe a € [0,1] tel que f(a) = a.
On pose la suite (1) ey définie par :
up=aetVneN, uys1 = guy).

2. Montrer que:VneN, f(u,) = uy.
3. On suppose (u#;) monotone. Montrer qu'’il existe c € [0, 1] tel que f(c) = g(c).
4. On suppose que (u,) n’est pas monotone.
(a) Montrer qu’il existe n, m € N tels que :
(f — 8)(un).(f — &) (um) <0.

(b) En déduire qu'’il existe c € [0, 1] tel que f(c) = g(c).

Probleme1:

0 a b
On considere 'ensemble N des matrices de M3(R) de la forme N = (0 0 c), ot (a, b, c) € R3.
0 0 O

On considere également I'ensemble I/ des matrices dites unipotentes de M3(R) qui s’écrivent U = I+ N, ou Ne N et [
est la matrice identité de M3(R).

1 a b
Autrement dit U € U ssi il existe (a, b, ¢) € R3 tel queU=|0 1 c|.
0 0 1
Pour deux matrices A et B de M3(R), on dira que A et B sont semblables ssi il existe P € GL3(R) tel que A = P-1BP.

1. Un exemple de matrice semblable a une matrice unipotente

-1 -2 4 1
A=10 -1 2 et P=|1
-2 =2 5 1

(a) Montrer que P est inversible et calculer p1,
(b) Calculer B=P ! AP.
(c) En déduire que A est semblable a une matrice unipotente.
2. Ftude de V.
(a) Montrer que \ est stable par combinaison linéaire, c’est-a-dire que pour tout (N, N») € - 2 et pour tout (11,A,) €
Rz, A1 N1+ ANy eN
(b) Montrer que A est stable par produit, c’est-a-dire que pour tout (N, N») € N2, ona Ny.N, € .
(c) Calculer N°® pour Ne .
3. Etude de (.

(a) Lensemble U/ est-il stable par combinaison linéaire?
(b) Montrer que U est stable par produit.
(c) Montrer que i c GL3(R).
4. Puissances généralisées.
Soit U €U et N € N telles que U = I + N. Pour tout a € R, on définit la matrice U@ par

On consideére les matrices

—_ O =

oS O =
—

ala—1
U@ =11 an+ XED 5 ) N2

On prendra garde au fait que U'® est une notation : il ne s’agit pas d'une puissance. Nous allons montrer dans la suite
que cette notation est cohérente avec celle connue pour les puissances.

(a) Vérifier que pour tout a € R, U@ ey,
(b) Montrer que :
vneN, U™ =y",

(c) Montrer que pour tout («a, 8) € R?, ona
@B = ga+h) o (U(a))(ﬁ) —yp

(d) Montrer que UV =U~1,



5. Retour sur 'exemple.
Dans cette question, on utilise les matrices A et B définies dans la question 1.
(a) Expliciter une matrice C € M3(R) telle que C?> = B. Cette matrice est-elle unique?
(b) En déduire comment déterminer une matrice D € M3(R) telle que D? = A (on ne calculera pas explicitement la

matrice D).
6. Matrice semblable a son inverse.
1 a b
Soit A € M3(R) une matrice semblableaU=[0 1 c¢|el, avec (a,b,c) € R%. On pose N =U — I et soit P € GL3(R)
0 0 1

telle que A= P~'UP.

(a) Montrer que A est inversible et que A~! est semblable & I — N + N2,
(b) Montrer que A et A~! sont semblables ssi N et N> — N sont semblables.

1 0 0 1 0 O
(© Onsupposequea;éOetc;é0.0nposeM:Nz—N,P:(0 é —% etQ:(O -1 1}.
0 0 7 0 0 1
i. Montrer que P et Q sont inversibles et calculer P~' et Q7.
0 1 0
ii. Montrerque: P"'NP=N'ouN'=|0 0 1].
0 0O

iii. En déduire une matrice semblable a M.
iv. Calculer QN’Q L.
v. En déduire que N et M sont semblables puis que A et A~ sont semblables.



