PCSI 1 Devoir surveillé n® 6 : 2023/2024
Samedi 2 mars
3h
Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1:
En utilisant des équivalents,

1. calculer la limite quand x tend vers 0 de :
(In(1 - sin(2x)))°
x(1—cos(3x))

—
)

2. calculer la limite quand x tend vers 1 de :
2 3

1-x2 1-x3

—

3. calculer la limite quand x tend vers 1 de :

Jrx\tan B¢
X +— (tan—) 2 ,
4
4. calculer la limite quand x tend vers 0 de :
vch(2x) -1

T VBrshw -2
Exercice 2:
Soit f € C4([0,1)) telle que f(0) = f'(0) = f(1) = f'(1) = 0. Soit x € [0, 1].
Lobjectif de cet exercice est de montrer qu'il existe d €]0, 1[ tel que :

f(4) (d)

2 2
x“(1—-x)°.
71 ( )

fl=
1. Montrer le résultat dans les cas particuliers x =0 et x = 1.
On suppose dans toute la suite de I’exercice que x €]0, 1[.

h: [0,1] — R

. 4)

2. Soit t = 21-p? . Calculer h'*.
W) p: [01] — R

3. OnposeA—met t o= f()= AR

(a) Montrer qu'il existe ay, az €]0,1[ tels que a; < az et ¢'(a1) = ¢'(az) = 0.

(b) Montrer qu'il existe by, by, bs €10, 1] tels que by < by < bz et " (by) = " (by) = ¢" (b3) =0.
(c) Montrer qu'il existe c1, ¢ €]0,1[ tels que ¢1 < ¢z et ¢ (c1) = ¢ (c2) = 0.

(d) Conclure.

Probléeme 1 :

Inégalité polynomiale de Bernstein et applications

Dans ce probleme, si n €N, on note C,[X] '’ensemble des polynémes a coefficients complexes de degré inférieur ou égal
a n;si neN*, onnote S, 'ensemble des fonctions f : R — C vérifiant

n
J(ag,...,a,) €C™, Aby,...,b,) €C?, VieR, f(t)=a0+2(akcos(kt)+bksin(kt))
k=1

On remarque que les éléments de S, sont des fonctions bornées; si I est un intervalle non vide de R et si f est une fonction
bornée de I dans C, on note

I flizeo(n = sup|f(x)].
xel

Partie I : Polynémes de Tchebychev

On définit la suite de polynémes (T,) ey par To =1, T1 =X et VReEN, Tpy2 =2X Ty — T
1. Pour tout n dans N, déterminer le degré de T),.
2. Montrer que, pour tous n € N et 6 € R, T;,(cos0) = cos(nf).
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3. Pour n €N, calculer || Tyl zoo(;—1,13)-

4. Montrer que, pour tout 72 € N, | Ty || ;oo _y 1)) = 7°
On pourra commencer par établir que, pour tous n e N et 0 € R, |sin(n)| < n|sinf)|.

Partie II : Inégalité de Bernstein

Soit n un entier naturel non nul.
5. Soit A€ Cy,[X], scindé a racines simples, et (a;,...,a2;,) ses racines. Montrer que

VB e Cop-1[X] B(X)—ZZHB(a)L ey
an-tiah &7 M X —ap A ap

Soit P dans Cy,[X], et, pour tout A € C, Py (X) = P(AX) — P(A).
6. SiAeC, vérifier que X — 1 divise P,.

Pour tout A dans C, on note Q, le quotient de Py par X —1:

PAX)-P(A
Q) = % € Cap1[X]

7. Montrer que, pour tout A dans C, Q, (1) = AP'(A).
On considére le polynéme R(X) = X2" 4 1. Pour k dans [[1,2n]], on note Q= % + k—,f etwy = el

8. Montrer que
2n

RX) =[] X-wp.
k=1

9. Al’aide de la formule (1), montrer que

1 2% P(Awg)—PA) X2 +1
VAT, QuX)=-— Y ZUlen - P ok
2n 3 wp—1 X —wg

puis en déduire que
1
2n

2n 2 P(A 2n 2
3 P o D¢ 2o (2)
=1

YleC, AP'(\W)=
) A-wp)? 2n & 0-wp)?

10. Montrer que
1 2 2wy
VAeC, AP'AM)=-—) PAwp) ——— +nPQ).
2n k; C - wp?
On pourra appliquer I'égalité (2) au polynome X"
Soit maintenant f dans Sj,.

11. Montrer qu'il existe U € C2,[X] tel que, pour tout 0 € R, £(6) = e~ "0 U (e?).

12. Vérifier que, pour tout k € [[1,2n]], (lf‘:’o" > et déduire des questions 10 et 11 que

_ -1
OF  2sin(gx/2)

VO R, f’(e):izznf(f)wk)&kz ®)
2n o 2sin (¢ /2)

13. En déduire que
VOER, |f'©®)]<nlfliom,
puis que :
If o < 2l fll o,



