PCSI 1 Devoir surveillé n° 8 :
Lundi 29 avril
3h
Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,

il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1:

Calculer les limites suivantes :
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Exercice 2 :
On consideére la fonction f: x — f - dt.
X
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. Montrer que f est définie sur R**.

o

(a) Montrer que f est dérivable sur R** et calculer sa dérivée.
(b) En déduire les variations de f.

Etudier la limite en 0" de f.

4. Etudier la limite en +co de f.
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Probléme1:

Dans ce probléme, nous allons étudier la notion d’endomorphisme cyclique dont la définition est donnée ci-dessous.
Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension finie n € N*.

On rappelle que pour tout entier p € N*, on note :

fP=1dg, f'=f, f*=fof, fP=fo-of.
——
p fois
On dit que I'endomorphisme f est cyclique ssi il existe un vecteur v € E tel que la famille (v, f(v),..., f n-l (v)) soit une

base de I'espace vectoriel E.
On dit que 'endomorphisme f est diagonalisble ssi il existe B = (ey, ..., e,) base de E et (11,...,1,) e K" tels que :

Vke(l,nl, f(ex) = Arex.

Ce probleme est composé de quatre parties indépendantes. Les trois premieres sont consacrées a I'étude de différents
exemples. Dans la derniére partie, on détermine une condition suffisante pour qu'un endomorphisme diagonalisable soit
cyclique.

1. Etude d’'un premier exemple
Dans cette partie, on considére I'endomorphisme f : R? — R? défini par :

VX, ) eR?,  f(x,y) = (4x—2y,x+Y)

(a) i. Montrer que f € L(R?).
ii. Déterminer ker(f) et Im (f).
iii. Montrer que f € GL(R?).
(b) En considérant v = (1,0) € R%, montrer que f est un endomorphisme cyclique de RZ.

(c) i. Déterminer une base de ker(f —2Idp2) et une base de ker(f —3Idp2).
ii. Montrer que ker(f —2Idp.) @ ker(f —3Idp2) = RZ.
iii. En déduire que f est diagonalisable.
(d) Existe-t-il un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R%?

2. Etude d’'un deuxiéme exemple
Dans cette partie, on consideére I’endomorphisme g : R® — R3 défini par :

V(x,9,2) eR®, g(x,1,2) = (~y+2,~X—2,X— )

(a) Montrer que 'on a la relation g2 =g+2ldps.
(b) Montrer que ker(g + Idps) @ ker(g —2Idps) = R3.
(c) En déduire que g est diagonalisable.
(d) Lendomorphisme g est-il cyclique?
3. Etude d’un troisiéme exemple
Dans cette partie, on fixe un entier n € N\{0, 1} et on considére '’application A définie sur R, [X] par:

VPeR,[X], AP)=P(X+1)-P(X)

Par exemple, ona A (X?) = (X +1)? - X?=2X+1
(a) Montrer que A est un endomorphisme de R, [X].
(b) Soit k € [0, n]. Calculer A (X*) sous une forme développée.
(¢) En déduire que si P € R,[X] est un polyndme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.
(d) Montrer que 'endomorphisme A est cyclique.

4. Cas d'un endomorphisme diagonalisable
Dans cette partie, on considére un endomorphisme diagonalisable & d'un C-espace vectoriel E de dimension finie
n € N*. On souhaite déterminer une condition suffisante sur les valeurs propres de & pour que cet endomorphisme
soit cyclique.

Comme I'endomorphisme h est diagonalisable, il existe B = (ey, ..., e;) base de E et (11,...,1,) € C" tels que :

Vkell,nll, hier) = Ae.

On suppose que les A, k € [[1, n]] sont deux a deux distincts :

Vi,jell,nll,i#j=>Ai#A;

Soit v € E. Comme B est une base de E, il existe (ay,...,a,) € C" tel que :

v=me +---t+azey
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(a) Montrer que pour tout p e N*, ona:

hP(v) = al/lfel ++aprhe,

(b) Montrer que, si: Vk e [[1,n]l, ar # 0, alors la famille (v, h(v),..., h"L(v)) est libre.
On pourra compter les racines d’'un polynéme bien choisi.
(c) Conclure que h est cyclique.

Probléme 2 :
On note E I'espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles continues sur R...

Pour tout élément f de E et tout x € R, on pose F(x) = fxf(u)du.
1. Justifier que F est de classe C! sur R, et donner p0101r tout x € R, I'expression de F'(x) .
Soit¥V: f e E— ¥(f) définie par: VxeR,, V() (x) = fl fxndt.
. Exprimer, pour tout réel x strictement positif, ¥ (f)(x) gl’aide de F(x).

. Justifier que la fonction W (f) est continue sur R, et donner la valeur de ¥ (f)(0).
Montre que ¥ est un endomorphisme de E.

aoA WwN

. Surjectivité de ¥
(1
Soith:xeRy — h(x) = {xsm(}) pourx>0
0 pour x=0
(a) Montrer que la fonction & est continue sur R .
(b) La fonction h est-elle de classe C! sur R, ?
(c) Soit g €Im (V).
Montrer que la fonction x — xg(x) est de classe C! sur R, .
(d) A-t-on heIm(¥)?
(e) Conclure.
6. Montrer que W est injective.

7. SoitneN,n>1.Pouri € [1,n], on pose:

" xin(x) our x>0
ﬁ:x€R+»—»ﬁ(x):x’etgi:xeRJ,»—»gi(x):{ p
0 pour x =0

Onnote B=(fi,..., fn &1,-.-,&n) €t Fy, le sous-espace vectoriel de E engendré par B.

(a) Onveut montrer que la famille 3 = ( fioeeo fn81--0 gn) est une base de F;,

Soient (a;) ey, €t (ﬂ])]eﬂl  des scalaires tels que Z a;fi+ Z Bigi=0.(x)
i=1 j=1

i. Montrer que @; = ;=0
On pourra simplifier Uexpression (*) par x lorsque x est non nul.
ii. Soit pe[1,n—1].Onsupposequea;=---=ap=p1=---=f,=0.
Démontrer que ap+1 = fp+1 =0.
iii. Conclure et déterminer la dimension de I'espace vectoriel F,,.
(b) Oul’on démontre que ¥ induit un endomorphisme sur F,,

i. Soit p € N*. Calculer ¥(f}).
X
ii. Soienta,x>0et peN*. Calculer | t”In(r)dt. En déduire la valeur de gp(t)dt puis celle de W (gp).

iii. En déduire que ¥ induit un endomorphlsme YV, sur Fy,.
(¢) Démontrer que ¥, est un automorphisme de F;,.



