Corrections des problemes :
vacances de printemps

Probleme 1

1. e 0e&doncf # @.
 Soient f, g € £, soient A, u € R. Comme la combinaison linéaire de fonctions continues est continue, ona ;ambda f +

ugeé.
e Donc £ est un sous-espace vectoriel de F (R, R). Ainsi £ est un espace vectoriel.

2. Posons g:R—R, x— ffrTf(t) dt. g est dérivable et :
VxeR, g'x)=fx+T)- f(x)=0,

car f est T-périodique. On a g’ = 0 donc g est constante sur R. Ainsi: Va € R, g(a) = g(0). D’olx:

a+T T
Vae[R,f f(t)dt:f fdze.
a 0

3. e Supposons f T-périodique.Ona:VxeR, f(x+T) = f(x).
Dong, en dérivant : VxR, f'(x+ T) = f'(x).
Ainsi f est T-périodique.
e Soit f: x— x. f est dérivable et f' =1 donc f’ est T-périodique. Or f n’est pas périodique.
Ainsi, la réciproque est fausse.
4. (@ Sif=c,ceR.SoitxeR,

X

Mﬂm=f

x—

cdt=c(x—(x—-1)=c=f(x).
1

Donc:
ui)=f.
(b) Soit xeR,

X
U(f)(x) =f eldr= [e”];t1 =e"—e* 1,
x—-1
Donc:
U(f):x—e“—e" 1,
(c) Soit x € R,

X

U(f)(x)=f

te'dt.
x—1
On effectue I'intégration par parties :
u)=t u@®=1
vVin=e' v()=e'

Ona: )
U(f)(x) = [tet];_l—/ efdt=xe*—(x-1e* ' —(e*—e .
-1
Donc:
U(f):x— (x—1)e* = (x-2)e" L.
(d) SoitxeR,

X

mﬂm=f

x—

[tldt.
1



e Six=<0,

g 1" X2 (x-12 1-2x
e Six=>1, )
* r 2 (x-1% 2x-1
U(f)(x)_erdt_[E]x_l_E_ Lozl

e Si0<x<1,

0 +[t2]x_ (x-12% x2 _2x2—2x+1
x-1 '

0 x tz
U(f)(x)=f (—t)dt+[ rdi= [__
-1 o

; 2 20, 2 2 2
Donc:
1ax six<0
U(f):x— zle_l six>1
a2l jo<x<l.

(a) Soit F une primitive de f, alors f est de classe C! et F’ = f. De plus:
VxeR, U(f)(x) = F(x)-F(x—1).
Donc U() estClet:
VxeR, U (x)= f(x)— fx—1).

(b) o Vfe&, U)eC' R cE.
e Soient f,ge &, soient A, u € R, soit x € R,

X

X X
U(/1f+ﬂg)(x)=f 1(/1f+ug)(t)dt=/1f 1f(t)dtﬂtf ot
x— x= *
=AU () () + pU() ().

Donc: UAf +pug) =AU(f) +pU(g).
e Ainsi U € L(E).

(a) Soit xeR,

U(Xk)(x)—fx tkdt— tk+1 B k+1_xk
B T lk+1 T ok+1
:L(xkﬂ_lil k".'l xj(—l)kﬂj)
k+1 =0
1 k+1 ; i
= — . J _1 k_]‘
+1Z( j )X( :

Donc:
k+1

XJ =1k,
J

1
xXFy=—0

Ainsi U(XF¥) est un polynome de degré k.
n n
(b) Soit P= ) a;X* e E,. Comme U estlinéaire: U(P) = Y_ a,U(X").
k=0 k=0
Or, pour tout k € [0, n]l, U(X¥) € E,,, donc :
U(P) € Ey,.

(c) D’apres 6.(a), Vk € [0, nl, deg(Uy,(X*)) = k donc (U (X)) xefo,np est une base de Ej,.
Ainsi, 'image de la base canonique de E,, par U, est une base de E,, donc:

Uy, € GL(Ep).

(@ () feker(U)donc:VxeR, [7 | f(dt=0.
En particulier, pour x=1,0na:

1
f fdt=0.
0

(ii) feker(U)donc U(f)=0etainsi U(f) =0.
Donc:VxeR, f(x)— f(x—1)=0.
Dou:VxeR, f(x) = f(x—1).

Ainsi: f est périodique de période 1.



(b) e D’aprésla question précédente, ker(U) c { f €&, périodique de période 1 et telle que fol fde= 0}.
e Soit f € &, périodique de période 1 et telle que fol f®dt=0.
Alors, d’apres 2. appliquéeaa=x—-1etT=1,ona:

X 1
Vxe[R,f f(t)dt:f fryde=0.
x-1 0

Donc U(f) =0et f e ker(U). Ainsi :

1
{f € &, périodique de période 1 et telle quef fnde= 0} cker(U).
0

e Donc: .
ker(U) = {f € &, périodique de période 1 et telle quef fnde= O}.
0

(¢c) Ona:
o fEE,
e VxeR, f(x+1)=cosm(x+1)) =cos2nrx) = f(x).
Donc f est Zn—périocllique.
e Jyfdt= [—Sir‘z(ft”f , =0
Donc, d’apres la question précédente, f € ker(U).
(d) Comme f #0, on aker(U) # {0} donc U n’est pas injectif.
8. D’apres 5.a, Im (U) < C!(R) or C°(R) ¢ C!(R) donc Im (U) # C°(R).
Ainsi, U n’est pas surjectif.




Probléme 2

1. (a) Soient (x,y,z 1), (x',y,Z,t") e R*, soient A, u € R,

oA, 2,0 +uix,y, 2, ) = CAx + ux") — Az + pz) + At + ut'), -2(Ax + ux') + Az +pz') — (At +ut),
—Ay+py)+ At +pt), -2Ax+px") — Ay +uy") + Az +pz)
=A2x—z+t,-2x+z—t,—-y+1t,-2x-y+2)
+uRx -z +d,-2x'+2 -t , -y +t,-2x' -y +2)
=Ap(x,y,z, 0 +upix',y, 2, 1.

Donc:
peLRY.
(b) e Soit (x,y,z,1) € RY,

2x—z+1t=0

(x,7,2,t) ekerp < —2x+2-1=0

yy) ’ (P _y+t=0
—2x-y+z=0
2x—z+1t=0
y=t
z2=2x+t
y=t

Donc:
kerg ={(x,t,2x+1,1), teR} =Vect (ej, e2),

avece; =(1,0,2,0) et e, =(0,1,1,1).
Comme e et e; ne sont pas colinéaires, (e, e2) est une base de ker .

* ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0,1)) est une famille génératrice de R* donc :
Im¢Vect(¢(1,0,0,0),¢(0,1,0,0),¢(0,0,1,0),¢(0,0,0,1))
=Vect((2,-2,0,-2),(0,0,-1,-1),(-1,1,0,1),(1,-1,1,0))
=Vect((0,0,-1,-1),(-1,1,0,1),(1,-1,1,0)) car(2,-2,0,-2)=2(1,-1,1,0)
=Vect((0,0,-1,-1),(-1,1,0,1)) car(,-1,1,0)=-(0,0,-1,-1)-(-1,1,0,1)
= Vect (e3, e4),

avece3 =(0,0,—-1,-1)etes =(-1,1,0,1).
Comme ej et e4 ne sont pas colinéaires, (e3, e4) est une base de Im ¢.
(c) Soit (x,y,2,t) €R?,

Qop(x,1,2,8)=22x—z+t)—(—y+ )+ (-2x—-y+2),-2Q2x—z+ )+ (-y+1)—(-2x-y+2),
—(=2x+z-0+(2x-y+2),-22x—z+ ) - ("2x+z-0)+(-y+1)
=@2x—-z+t,-2x+z—-t,-y+t,-2x-y+2)
=@,y z1)

Donc @ o @ = ¢ et ¢ est un projecteur.
(d)

fof=Bp-1Idg)oQB¢-1dg)
=9¢pop—6¢+Idg
=990 —-6¢+Idp =3¢+ Idg
=3¢ —-Idg+2Idg
=f+2Idg.

Donc f vérifie ().



2. (a) i. . gOhZ(f—ZIdE)O(f+IdE)ZfOf—f—ZIdEZO,
. hOgZ(f+IdE)0(f—21dE)ZfOf—f—ZIdEZO,
Donc:
goh=hog=0.
ii. e Soit yeImA#, il existe x € E tel que y = h(x).
Ona:g(y)=goh(x)=0g.
Ainsi, y e kerg. Donc:
Imhckerg.

o Comme g et h jouent un réle symétrique, on a:
Img ckerh.

(b) i. CommeImhckerg,ona:dim(Imh)<dim (kerg).
Ainsi : dim (Im k)dim (ker k) < dim (ker g)dim (ker h).
Or, d’apres le théoreme du rang : dim (Im s)dim (ker i) = dim (E) = n, donc:

dim (ker g) + dim (ker h) = n.

ii. Soit x € ker g nkerh.
Ona: g(x) =0g et h(x) =0g donc f(x) =2x et f(x) = —x. Ainsi 2x = —x et donc x =0g. D’ou :

kergnkerh = {0g}.

iii. Ona: n <dim (ker g) + dim (ker h) = dim (ker g @ ker h).
Donc dim (ker g @ ker h) = n =dimE, ainsi :

kergeker =E.

(¢) 1. e Soitxekerg,ona f(x)=2x, p(x) =xetq(x)=0g.
Ainsi: h(x) =2x+x=3x=3p(x) et g(x) =2x—-2x=0 =-3g(x).
e Soitxekerh,ona f(x)=—-x, p(x) =0g et g(x) = x.
Ainsi: h(x) =-x+x=0p=3p(x) et g(x) = —x—-2x=-3x=-3q(x).
e Commekergoker=FEetg, h,3p,—-3gc L(E),ona:

h=3petg=-3q.

ii. SoitxeE, g(x)eImg =kerh=kerpdonc: poq(x)=0g.
De méme, par symétrie go p(x) =0g. Donc:

peq=qop=0.
iii. Soit m e N*,
e Onag+2h=3fdonc-3q+6p=3f,ainsi: f =2p—gq.
e Comme pog=qop,dapreslaformule du binéme de Newton, ona:

fm

m
Z( v )(ZP)kO(—q)m_k
k=0
n(m
2k

m—1
==D"g"+ ) ( ’;: )Zk(—l)m_kpk_lopoqoqm_k_l+2mpm
k=1

=(=D"gm+2"p™ carpog=0
=(-D"g+2"p carp’=petg*=gq.



