Chapitre 4 : Nombres complexes

I Ensemble des nombres complexes

1.1 Partie réelle et partie imaginaire

La construction de 'ensemble des nombres complexes n’est pas exigible. On admettra donc le résultat suivant :

—{ Définition-Proposition 1 }

Il existe un ensemble noté C :

¢ possédant un élément noté i tel que i> = -1,

« dont tout élément s’écrit de maniere unique sous la forme z = x + iy avec x et y réels,

« muni d’'une addition notée + telle que :siz=x+iyetz' = x'+iy avec x,y,x',y’ € R, on définit z + z’ :

z+Z =(x+x)+iy+y)

« muni d'une multiplication notée x ou. telle que:siz=x+iyetz = x'+iy avecx,y,x',y' € R, on définit z x z'
par:

zxZ =(xx' —yy)+ilxy +x'y)

Remarque:
¢ Soit x € R, alors x = x + i0 et comme x,0 € R, on a donc x € C. On a donc 'inclusion :

RcC.

» Les nombres réels sont donc des nombres complexes. Dire qu'un nombre est complexe ne signifie donc pas qu’il ne soit

pas réel.

« Les opérations définies sur les nombres complexes vérifient les régles connues pour les nombres réelles : si z = x+ iy et

Z=x'+iy avecx,y,x',y €R,ona:
z+Z =x+iy+x +iy' =(x+x)+i(y+y"),

zxZ =(x+in +iy)=xx' +ixy +iyx' +i%yy = (xx' - yy) +ixy + X' y).

> Exemple 1: Posons zy =1+1i,20=2+3ietzz=4—i,ona:

(z1+22)z3 =

Définition 1

On appelle nombre imaginaire pur, tout nombre complexe de la forme iy avec y € R.
On note iR I'ensemble des nombres imaginaires purs.

Remarque : Les nombres réels sont les complexes de partie imaginaire nulle et les nombres imaginaires purs sont les com-

plexes de partie réelle nulle.

—‘ Définition 2

Soit z € C, il existe une unique couple (x, y) € R? tel que z = x + i y. Cette écriture est appelée écriture algébrique
ou forme algébrique.

De plus x est appelé partie réelle de z et notée Re(z), y est appelée partie imaginaire de z et notée Im (z).

—4 Proposition 1

Soient z;,z2 € C.On a:

Re(z; + z2) =Re(z1) +Re(z2) et Im (27 + 22) =Im (z7) + Im (22).




—‘ Corollaire 1

Soient z;,...,z,€C,ona:

n n n n
Re() zi)=)_ Re(zp) etIm()_ zx) = Y Im(z).
k=1 k=1 k=1 k=1

—‘ Proposition 2

Soit ze C,soit LeR.Ona:
Re(A1z) = ARe(z) et Im (Az) = AIm (2).

Remarque : On peut "sortir" les nombres réels des parties réelles et imaginaires.

> Exemple 2: Posons z; = —1+3i et 2z, =4 —i. On cherche la partie réelle et la partie imaginaire de zf —22zp.

1.2 Conjugaison

—4 Définition 3

Soit z = a+ ib € C avec (a, b) € R?. On appelle conjugué de z, et on note Z le nombre complexe Z = a— ib.

—4 Proposition 3

Soient z,z1,zp € C,on a:
. Z=2z.
* 21 +22 =21 + 2.
* 21 X2 =21 X 2.

e pourtout neN, z" = z".

. 21\ 21
e Sizg #0, | — | = —=.
Z2 Z2

Preuve.



> Exemple 3: Posons zy =1+1i,2zp=2+3ietz3=4+1.
Z%—3Z2+l'23=

—4 Proposition 4

SoitzeC,ona:

Re (2) z+2z
. Z) = ——
2

z—z
20
z€eRsietseulementsiz=z

e Im(2) =

z€ iRsietseulementsiz=—-z

Preuve.



1.3 Affixe

Définition 4

On munit le plan usuel P d'un repeére orthonormé direct (O, e1,e5).

A tout point M de P de coordonnées (x, y) (resp. a tout vecteur u tel que U = xe; + ye; ) avec (x,y) € R?, on
associe le nombre complexe z = x + iy et réciproquement. On dit que z est I'affixe de M (resp. u) et M (resp. u)
est appelé image de z. On note M(z) (resp. (% (z)) pour exprimer que z est I'affixe de M (resp. ).

y
M(z)
Imzt-------------
I
|
—_— 1
()
0 El’ Rez X

> Exemple 4: Onpose z; =2i, 20 = 1+1i, 23 = —1—2i et z4 = 3. Soit 1 (vesp. Uy, U3, Ua, V1, V2, U3, V3 ) le vecteur d’affixe z;
(resp. 22, z3, 24, 21, 22, 23, 24). Ona:

Remarque : L'axe des abscisses correspond aux nombres réels et I'axe des ordonnées aux nombres imaginaires purs.
Remarque : Comme le point de coordonnées (x, —y) est le symétrique du point de coordonnées (x, y) par rapport a I’axe des
abscisses, la conjugaison s’interpréte comme la symétrie par rapport a I’axe des abscisses.

1.4 Calcul algébrique

Les formules suivantes, vues dans R restent vraies dans C.

Proposition 5 : Somme d’une progression géométrique }

Soient N, N> € N tels que N < N». Soit g € C\ {1}. Alors :

% qk _ qu _qN2+l
k=N l-q

Proposition 6 : Factorisation de a” — b" avec n € N* }

Soienta,be CetneN*,ona:

n-1 n—-1
a"-b"=(a-b) ) a1 % = (a-b) > a1k pk,
k=0 k=0




Théoréme 1 : Formule du binéme de Newton }

Soienta,be Cet neN. On a

k=0 k=0

(a+b)"=)_ (Z)akb"k = (Z)a"kbk.

II Module

2.1 Définition et opérations

Définition 5

On appelle module du nombre complexe z = a+ib avec (a, b) € R? et on note |z| le réel positif (ou nul) défini par
|zl = V a? + b2

Remarque : La notion de module prolonge celle de valeur absolue, c’est a dire que le module d'un nombre réel est égal a sa
valeur absolue. En effet, si x € R, alors x = x + i0 et le module de x vaut v/x2 + y% = V2 qui est égal a la valeur absolue de x.
Interprétation géométrique du module :

Soit z e C. .

Si M est le point du plan P d’affixe z alors |z| = |[|OM]|| = OM.

De méme, si u est le vecteur du plan d’affixe z alors |z| = el

Si A et B sont deux points du plan d’affixes a et b alors |b—al = IITBII = AB.

Cercles et disques :
Soientw e CetreR}.
e L'ensemble des points du plan d’affixe z vérifiant |z — w| = r est le cercle de centre Q d’affixe w et de rayon r.
» Lensemble des points du plan d’affixe z vérifiant |z—w| < r (resp. |z—w| < r) est le disque ouvert (resp. fermé) de centre
Q d’affixe w et de rayon r.
Le disque ouvert ne contient pas les points du cercle contrairement au disque fermé.

Proposition 7

Pour tout z€ C, on a |z|? = zz et |z| = |Z.

Preuve.

Méthode 1 : Calcul de la forme algébrique d’un quotient

. et . <
On cherche a déterminer la forme algébrique du quotient —1, avecz; €CetzpeC*.
z

2
On multiple et on divise la fraction par la quantité conjugué du dénominateur :

Z21 2122 2122

2 272 |zl
Comme |z,|? est réel, il suffit de développer le numérateur pour obtenir la forme algebrique.
21 .
i

> Exemple 5: Posons z; =1+ et zp =2+ 31, on cherche la forme algébrique de —
2



—4 Proposition 8

Soient z,z1,z2€ C,ona:

e |z122] = |z1] % | 22|

e pourtout neN, |z|" =|z"|
21 _@
2! |zl

Preuve.

> Exemple 6: Posons z; = V3 + i. On calcule le module de z3 :

3
|Z1|=

2.2 Propriétés

—4 Proposition 9

Vzel, (|z| =0 < z=0).

—4 Proposition 10

VzeC,|Re(2)| = |z| et [Im(2)| < |z|.

Ilustration :

Preuve.



2.3 Inégalité triangulaire

Proposition 11 : Inégalité triangulaire }

Soient z;,z2 € C,ona:
|z1 + 22| < 21| + 22|,

de plus |z1 + zp| = |z1| + | z2| si et seulement si z; = 0 ou s'il existe A € R* tel que z, = 1z;.

Interprétation géométrique :

Linégalité triangulaire peut donc s'interpréter de la maniére suivante : si z et z’ représentent les affixes de deux vecteurs 1
— — —y — —y

et u' alors:||u+u'll<|lull+]|lu'll.

Le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire correspond au cas oi1 les vecteurs u et u' sont colinéaires de méme sens.

y
- -
u+u —
e
J -t
u
=
- X
0 i

Preuve.

—‘ Corollaire 2

Soient z;,...,z2,€C,ona:

n
> 2k
k=1

n
< Z |zk|.
k=1

—{ Corollaire 3 : Deuxiéme inégalité triangulaire }

Soient z;,22 € C,
[lz1] =122l < |21 — 22].




Preuve.

> Exemple 7: Montrer que :
Va,b,ceC,|1+al+|a+bl+|b+cl+]|cl=1.

> Exemple 8: Montrer que : pour tout n € N, pour tout z€ C tel que |z]| #1:

1_|Z|VL+1

1-|z|

'I_ZVL+1

1-z

III Nombres complexes de module 1 et trigonométrie

3.1 Cercle trigonométrique

Définition 6

On note U I'ensemble des nombres complexes de module 1 :

U={z€eC, |z|]=1}.

Remarque : U est représenté par le cercle trigonométrique.

Proposition 12

eVz,Z €U, z.2 €U
eVzelU,zeUs zeU
eVzelU,z#0
eVzeU, leUetl=z




Remarque: Si z,z' € U, en général, z+ z' ¢ U. Parexemple: z=1€U, z' =ieUetz+z' =1+igU.

Proposition 13 : Paramétrisation de U par les fonctions circulaires }

Un nombre complexe z est de module 1 si et seulement si il existe 0 € R tel que Re (z) = cos(0) et Im (z) = sin(0).
Ainsi:
U={cos(@) +isin(@),0 eR} ={zeC, 30 €eR, z=cos(0) + isin(0)}.

Preuve.

3.2 Exponentielle d'un nombre imaginaire pur

—4 Définition 7

Soit @ € R. On note e’ le nombre complexe défini par e’

=cos0 +isinf

—4 Proposition 14

Lapplication R — C, 8 — e'? est 2n-périodique, c’est-a-dire :

Ve € IR, ei(0+2ﬂ) = ei0'

—4 Proposition 15

Soitf,p € R,ona:

ezeeup — ez(6+(p)




Preuve.

Corollaire 4

Soitf eR,ona:

Preuve.

3.3 Egalités d’exponentielles de nombres imaginaires purs

Proposition 16

Soit@eR,ona: _
=1 = 0=0 [27]

Preuve.

Corollaire 5

Soient0,p eR,ona: . .
e =¢? — 0= @ [27]

10



Preuve.

> Exemple 9: On veut résoudre 'équation, d'inconnue x e R :

2ix =1 l —_ ié
2 2 |
3.4 Formules d’Euler et de Moivre
Proposition 17 : Formules d’Euler }
i0 | ,-if i0 _ p—if
Pour tout 6 € R, on a cosf = etsinf = o
i

Preuve.

Proposition 18 : Formule de Moivre

\

]

Soit@ e Ret ne Z, ona (e?)" = e/ ou encore par définition de e :

(cosO +isinB)" = cos(nB) + i sin(n6)

Preuve.

11




3.5 Factorisation par ’angle moitié

Méthode 2 : Factorisation par 'angle moitié

o i i j atb q 1
Lorsque I'on a une expression de la forme e/® + e!?, on met en facteur /2 puis on utilise la formule d’Euler.
Cela est en particulier utile pour :

o simplifier des puissances

o déterminer les formules de factorisation de cos(a) + cos(b) ou sin(a) +sin(b) en prenant la partie réelle ou
la partie imaginaire. )
Lexpression la plus fréquente est : 1 + e'’.

> Exemple 10: Soient t,a,beR.Ona:
o« 1+ell=

o 1-¢lt=

e cos(a)+ cos(b) =

12



e sin(a) —sin(b) =

> Exemple 11: Soit n €N, soit ¢ € R. Calculer :

n n
Y cos(kr) et ) sin(kp).
k=0 k=0

3.6 Applications des formules de Moivre et d’Euler

Méthode 3 : Linéarisation

k

Pour linéariser une expression trigonométrique de la forme cos® xsin’ x (en combinaison linéaire de termes en

cos(ax) ou sin(Bx)), on procede comme suit :
1. On utilise les formules d’Euler pour exprimer cos x et sin x en fonction de e’* et e~
2. On développe complétement les puissances.

3. Onregroupe les termes deux a deux conjugués pour reconnaitre des cos(ax) ou sin(fx).

13



> Exemple 12: Soit x € R. Linéariser cos® (x) sin® (x).

k l

Remarque : La linéarisation permet de calculer des primitive de fonctions de la forme x — cos" xsin‘ x.

Méthode 4

Pour transformer cos(nx) ou sin(znx) en un polynéme en cos (ou en sin), on procéde comme suit :
1. On écrit cos(nx) = Re (¢!™) = Re ((eix)”) =Re ((cosx +isinx)") grace a la formule de Moivre.
2. On développe la puissance.
3. Onne garde que la partie réelle (ou imaginaire dans le cas d'un sinus).

o> Exemple 13: Soit x € R. Exprimer cos(4x) en fonction de cos x.

o> Exemple 14: Soit n € N*, soient x, y € R. Calculer la somme suivante :

S—kzb( r )cos(x+ 7).

14



IV Argument d'un nombre complexe non nul

4.1 Définitions

—4 Proposition 19

SoitzEC*.Ona:ﬁeUetilexisteBe[Rtelque:
z

z=|zle'.

—{ Définition 8 : Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul }

Soit ze C*.

Soient r € R* et @ € R tels que z = re’.
Lécriture z = re'? est appelée forme trigonométrique ou forme exponentielle.
On dit que le réel 6 est un argument de z.

Interprétation géométrique de 'argument :

Soit z € C* et  un argument de z.

Si M a pour affixe z, alors, 0 représente une mesure de I’angle orienté (e1, W).
Si u a pour affixe z, alors, 6 représente une mesure de 1'angle orienté (ej, ).

15



Proposition 20

Soit ze C*, soient 0 e Ret r € R} tels que z = ret?,
Soient 8’ e Ret r’ € R}

_ e r'=r
z=r'e — {9,56[2”]

Preuve.

Proposition 21

Soit z € C* soit § un argument de z, soit 8’ € R. On a : 6 est un argument de z ssi 8’ = 6 mod 27, c’est-a-dire ssi
IkeZ,0' =0 +2kn.

Remarque : Si 6 est un argument de z, alors 0 + 2k, k € Z sont des arguments de z. Ainsi, tout nombre complexe non nul
admet une infinité d’arguments. On va choisir d’en privilégier un avec la définition suivante.

Définition 9

Soit z € C*. On appelle argument principal de z et on note Arg(z) 'unique argument de z appartenant a | — 7, 7].

Méthode 5

Pour déterminer la forme trigonométrique ou I'argument principal de z€ C* :
1. on calcule |z|,
2. on factorise z par |z|,
3. on cherche a reconnaitre des valeurs connues de cos et sin.

> Exemple 15:
e Pourl+i:

e Pour—-1-iv3:

Méthode 6 : Calcul de puissances

Pour calculer la puissance d'un nombre complexe : z" avec z;nC* et n € N, on utilise la forme trigonométrique
de z et la formule de Moivre. Ona: z = re’? avec r >0 et § € R donc:

2= rnelnﬂ‘

16



Remarque : Méme si 6 est 'argument principal de z, cette méthode ne donne pas directement I’argument principal de z”.

> Exemple 16:
o (1+ i)lOOO —

o (=1—1iy/3)00;

> Exemple 17: Soit n € N*, calculer les dérivées n-iemes de cos et sin.

4.2 Opérations sur les arguments

—4 Proposition 22

Soient z; € C* et z, € C* d’arguments respectifs 8, et 8,. Soit n € Z. Alors

¢ Z; estnon nul et —0; est un argument de z;.
» z12zp estnon nul et 0; + 0, est un argument de z; z,.

1 1
e — estnon nul et —6, est un argument de —.

22 22

<1 <1
¢ — estnon nul et ; — 6, est un argument de —.

22 22
* z]' estnon nul et n0; est un argument de z}'.

e —z) estnonnul et 6; + 7 est un argument de —z;.

Preuve.

17



4.3 Amplitude et phase
Méthode 7 : Amplitude et phase

On veut transformer une expression de la forme acos ¢ + bsint, (a, b) # (0,0) en Acos(t —¢) ol A désigne 'am-
plitude et ¢ la phase.

e Onpose z=a+ ib, comme z € C*, il existe p e Rtelque: z = |zle!®. Donc :

a =V a®+Db?cos(p) et b=V a? + b?sin(¢).

eOnaalors:
acost+bsint =V a?+ b?(cos¢gcos t+singsint) = vV a® + b? cos(t — ).

Donc A = vV a? + b? convient.

18



V Equations algébriques

5.1 Rappels

—{ Proposition 23 : Résolution de I'équation du second degré a coefficients réels }

Soit az? + bz + ¢ = 0 une équation d’'inconnue z € C a coefficients a, b, c e R avec a # 0.
On appelle discriminant de I'équation, le nombre réel A = b* — 4ac.

¢ Si A =0, 'équation admet une unique solution zy = — o appelée racine double et
a

VzeC, az®+bz+c= a(z—zo)z.

-b—-vA -b+ VA
e Si A >0, 'équation admet deux solutions réelles distinctes, z; = etz = > et
a a
VzeC, az’ +bz+c=a(z-z1)(z— zp).
-b—iv-A -b+ivV-A
e Si A <0, 'équation admet deux solutions non réelles distinctes, z; = 2 etz = 2 et
a a

Vz€eC, az®+bz+c=alz—z)(z— 22).

5.2 Racines carrées d’'un nombre complexe

Définition 10

On appelle racine carrée d’'un nombre complexe z tout nombre complexe u vérifiant u? = z.

Remarque :
e Siz#0, zadmet deux racines carrées opposées.

« Dans R*, les racines carrées sont réelles, on choisit d’appeler la racine carrée et de noter avec le symbole y/ celle qui
est positive. Mais, en dehors de R*, on ne peut pas parler de la racine carrée mais d’une racine carrée et on ne peut pas
utiliser le symbole , /.

Méthode 8 : Détermination des racines carrées d'un nombre complexe

Soit ze C*.
« Si on connait la forme trigonométrique de z

. 0« . , 0 )
Siz=re our= |z|, ses racines carrées sont /re'z et —/re'z.

« Sinon, on utilise la forme algébrique de z
On note z = a+ ib avec (a, b) € R\ {(0,0)} la forme cartésienne de z.
Soit x, y € R.

x*—y?=a (égalité des parties réelles)
x+iy)’=z = 2xy=>b (égalité des parties imaginaires)
x> +y>=Va®+b*> (égalité des modules)
On peut alors calculer x? et y* puis en déduire x et y, les signes relatifs de x et y étant donnés par I'équation
2xy=Dh.

> Exemple 18: Calculer les racines carrées de v/3 + i et de —5 + 12i.
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5.3 Résolution des équations du second degré

—{ Proposition 24 : Résolution de I'équation du second degré }

Soit az® + bz + ¢ = 0 une équation d’inconnue z € C  coefficients a, b, c € C avec a # 0.
On appelle discriminant de I'équation, le nombre A = b? — 4ac.
b
¢ Si A =0, 'équation admet une unique solution zy = — P appelée racine double et
a

VzeC, az®+bz+c= a(z—zo)z.
-b-6 -b+0

etz = , ol § est une racine carrée

e Si A #0,'équation admet deux solutions distinctes, z; =

de A et
Yz€C, az®+bz+c= a(z—z1)(z—zp).

Remarque : les racines d'une équation du second degré a coefficients complexes ne sont, en général, pas conjuguées.
> Exemple 19: Résoudre I'équation d'inconnue z€ C:

22— (5-14i)z—2(5i +12) =0.

> Exemple 20: Résoudre I'équation d'inconnue z€ C:

Z2+2z+1-vV3-i=0.

—{ Proposition 25 : Relations coefficients racines }

Soient a, b, c € C avec a # 0. Soient z;,z € C. Alors :
Z21+2=——
a

z1, Zp sont les solutions (éventuellement confondues) de I'équation az?+bz+c=0 <—
2122 =

Qlo

5.4 Factorisation

—4 Proposition 26

Soit P une fonction polynomiale a coefficients complexes :
p. C - C

z = Xio aizk,

avecneN, ap,...,a, €C.
Soit a € C une racine de P, c’est-a-dire tel que P(a) = 0.
Alors, il existe une fonction polynomiale a coefficients complexes Q telle que :

VzeC, P(z)=(z—a)Q(z).

> Exemple 21: Résoudre I'équation d'inconnue z€ C:

2+1-)Z"+(-1-4i)z-3+i=0.
On commencera par montrer que i est racine de cette équation.

VI Racines n-iémes

6.1 Racines n-iemes de 'unité

Définition 11
Soit n € N*. On appelle racine n-iéme de I'unité tout nombre complexe z vérifiant z” = 1.
On note U,, 'ensemble des racines n-iémes de I'unité.
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—4 Proposition 27

VneN* U, cU.

—4 Proposition 28

Soit n € N*. U,, est'ensemble a n éléments :

Uy = {ez”“”",ke [[o,n—l]]}.

Remarque : Les points du plan complexe dont les affixes sont les racines n-iémes de l'unité forment un polygone régulier a
n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique.

J

2

Représentation de Uz

621,71/5

4im/5

6im/5

p8im/5
Représentation de Us

es points en question sont tous situés sur le cercle trigonométrique et I'angle au centre formé par deux points consécutifs
L t t tt t 1 le t t t]’angl tre f d t. tif

27
sur le cercle vaut —.
n

Proposition 29

Soitn=2,0na:

n-1 o
Z eZt ”/n:O_
k=0

6.2 Racines n-iemes d’'un nombre complexe

—‘ Définition 12

Soient a € C* et n € N*, on appelle racine n-ieme de a tout nombre complexe z vérifiant z" = a.

Méthode 9 : Détermination de racines

Pour résoudre une équation du type z" = a avec a € C*, on doit déterminer la forme trigonométrique de a :

a=lale!? oufeR puis on écrit :

Remarque:

|

[

Z
a

o n
(|a|1/nei9/n) =1
— % _cu
|a|1/neit9/nE L€

_ 2ikn/n

ke [0,n-1], la|l/nei0/n -

ke[0,n-1], z=|a| /"l ®/n+2iknin)

. 2 2z . n
o Comme pour la racine carrée, on n’écrit pas le symbole \/i
e Un nombre complexe non nul admet »n racines n-iémes distinctes.

> Exemple 22: Déterminer les racines 5-iémes de —2 + 2.

> Exemple 23: Résoudre I'équation d'inconnue z€ C:

28-2iz>-2=0.
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VII Exponentielle complexe

—4 Définition 13

Pour tout z € C, on appelle exponentielle de z et on note e* ou exp(z) le nombre complexe défini par :

pram eRezetlmz.

—‘ Proposition 30

Soient z,z’eCetneZ.Ona:

Rez

e |exp(2)|=e et Im z est un argument de exp(z).

o exp(z+2z') = exp(z) exp(z)).

1
) _Z:e_z
e
Z
e )
bl
e

o (e9)" = e,

o exp(z) =exp(z)) <— z-7Ze€2inz — 3IkezZ z-z' =2ink

Méthode 10 : Equation exponentielle

Pour résoudre une équation du type e = a avec a € C*, on doit déterminer la forme trigonométrique de a :
a=lale’® o eR puis on écrit :

“=a < é“=|ale?®
% = eln|a|+l9

<~ 3dkeZ,z=Inla|l+i0+2ikn

> Exemple 24: SoitzeC:
l. ef=-1¢
2. ef=1+ie

3. =2¢o

22



VIII Interprétation géométrique des nombres complexes

8.1 Symétrie

Proposition 31

—

, L C C ¢
L'application L = représente

la symétrie par rapport a I’axe des abscisses.

8.2 Translations

—4 Proposition 32

y
Soit 7 un vecteur du plan d’affixe b € C. /\*/[/
, . cC - C L .
L'application 2 24 b représente ]
la translation de vecteur . M
of 7
Preuve.
8.3 Rotations et homothéties
—‘ Proposition 33
y
Soit 0 € R. M’
Lapplication t - ¢c représente ¢
pPp 7 = ezﬂz P ]
la rotation de centre O et d’angle 6.
of 7

Preuve.

23




—4 Définition 14

L’homothétie de centre Q2 € P et de rapport A € R* est 'application du plan dans lui méme qui, a tout point M,
associe le point M’ tel que QM’ = AQM.

—4 Proposition 34

y
Soit A € R*.
Lapplication c=¢c représente — /
z — Az ] /ﬂ
I'homothétie de centre O et de rapport A .
0 | - X

Preuve.

Corollaire 6

Soit a e C*.
- C C . . , . .
Lapplication 2 az représente la composée de 'homothétie de centre O et rapport |a| avec la rotation

de centre O et d’angle Arg(a).

Remarque : Ces applications sont appelées des similitudes directes.

Preuve.

8.4 Alignement et orthogonalité

—4 Proposition 35

Soit 17 et u, deux vecteurs du plan non nuls d’affixes respectives z; et z,. Une mesure de I'angle (u1, u) est

. 22
donnée par un argument de —.
21
Par suite :

—  — B R . . %2
e 1] et up sont colinéaires si et seulement si — € R.
21

— . .22 .
e uj et up sont orthogonaux si et seulement si — € iR.
<1
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Preuve.

—4 Corollaire 7

Soient A, B et C trois points du plan, deux a deux distincts et d’affixes respectives z4, zp et zc. Une mesure de
g — ZC— % .
I'angle (AB, AC) est donnée par un argument de u. Par suite :
ZB — ZA

N . 2C—RA

¢ A, BetCsontalignés si et seulement si —— € R.
ZB — %A
. . ZC—RA _ .
e ABC estrectangle en A si et seulement si —— € iR.
ZB — <A

> Exemple 25: Déterminer les nombres z € C tels que les points d’affixes 1, z et z2 forment un triangle rectangle.
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