Chapitre 6 : Suites numériques : propriétés globales

I Généralités sur les suites

1.1 Modes de définition d’'une suite

Définition 1

Une suite réelle est une application qui a un entier naturel associe un réel. La suite qui a tout entier naturel n
associe le réel u,, est notée (1) ey OU (Uy,).
Lensemble des suites réelles est noté RV,

Remarque:
« Il ne faut pas confondre la suite (u,) ,en avec son terme d’'indice 7 : uy,.

 Par extension, nous appellerons aussi suite réelle une famille de réels indexée par un intervalle d’entiers du type
[n9, +ool. La suite est dans ce cas notée (1) n=p,-

Une suite peut étre définie de trois manieres différentes :

o De maniere explicite : chaque terme de la suite est donné directement en fonction de n.
Par exemple : on considere la suite (u,,) ,en définie par :

VneN, u,=——-7.
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o Parrécurrence : u, est exprimé en fonction des termes précédents : uy_1, ... Ug.
Par exemple : on considere les suites (1) nen €t (V) nen définies par :

up=let VneN, uyy1 =V u,+2
v=0vi=1et VREN, Vy12 = VUps1+ Vp.

» De maniere implicite : u, est défini par une propriété non explicite dépendant de n.
Par exemple : on considére la suite (u,) ,en définie par : pour tout n € N, u, est 'unique solution de I'équation x
1=n.

S+ x—

1.2 Monotonie

—‘ Définition 2

On dit qu’une suite () zen €St :

e croissantessi: VneN, u, < u,; .

e décroissantessi:VneN, u; = uyiq.

e monotone ssi elle est soit croissante soit décroissante.

e strictement croissante ssiVneN, u, < ;4.

e strictement décroissante ssi: VneN, u; > tu;.1.

o strictement monotone ssi elle est soit strictement croissante soit strictement décroissante.

e constantessi: VneN, u,+1 = uy,

ssi:dceR,VneN, u, =c.

 stationnaire ssi elle est constante a partir d'un certain rang
ssi:ANeN,Vn=N, up+1 = uy
ssi:dceR,ANeN,Vn=N, u, =c.

Méthode 1

Pour étudier la monotonie d'une suite (¢,), on peut étudier le signe de :

Un+1 — Un.

. . . . P . . u
Remarque : Si on ne connait pas le signe de u,,, il ne faut pas étudier le quotient Lady

Up



> Exemple 1: On consideére la suite (1) définie par :

up>0etvneN, uy =1/ ul +1.

Etudions la monotonie de (u;,).

1.3 Suites minorées, majorées, bornées

—4 Définition 3
On dit qu'une suite (#y,) zen €St :
e majoréessi:AMeR,VneN, u, <M.
e minoréessi:AmeR, VneN, m < u,.

e bornéessi:Am MeR,VneN, m<u,<M
ssi:AMeR,VneN, |u,| < M.

> Exemple 2: On considere la suite (1) définie par :

(D" +uy

1
u=—-etvneN, u =
0 2 n+1 2

Montrons que (u,) est bornée.

I Suites arithmétiques, suites géométriques, arithmético-géométriques

2.1 Suites arithmétiques, suites géométriques

—4 Définition 4

On dit qu'une suite (#y,) zen €St :
o arithmétique ssiil existe re Rtelque:VrneN, upiy =u,+r.
r est appelé raison de la suite.
o géométrique ssiil existe geRtelque: VneN, u,y1 = quy.
q est appelé raison de la suite.




—4 Proposition 1

o Si (up) nen est arithmétique de raison r € R alors :
VneN, u,=uy+nr.
o Si (up) nen est géométrique de raison g € R alors :

VneN, u,=up.q".

—4 Proposition 2

Soit g € N.
e Si (Un)n=n, est arithmétique de raison r € R alors :

Vn = ng, Up = Up, + (n—ng)r.
e Si (Un)n=n, est géométrique de raison q € R alors :

VR =ng, Up =Un,g"" ™.

Remarque : Ce résultat est la généralisation du résultat précédent dans le cas ou les suites ne sont pas définies a partir du
rang 0 mais a partir d'un rang quelconque ny.

> Exemple 3: On pose:
ug=5VvneN, uys1 =2u,—(n+1),

VneN, v, =u,—n-2.

Déterminer le terme général de la suite (u,).

2.2 Suites arithmético-géométriques

Définition 5

On dit qu'une suite (i) zen est d ite arithmético-géométrique ssiil existe a, b e Rtelsque:VneN, u,41 = au,+b
aveca#letb#0.

Remarque: Le cas a = 1 correspond a une suite arithmétique et le cas b = 0 a une suite géométrique.

Méthode 2
Soit (1) une suite arithmético-géométrique : il existe a,b € Rtels que : Vrn e N, u,+1 = au, + b avec a # 1 et
b#0.

e Onchercheltelquel=al+b.

e Onaalors:VneN, u,; —1=a(u,—1). Doncenposant: VneN, v, = u, — I, lasuite (v,,) est géométrique

de raison a.
e Onaalors:VneN, v, = vg.a”.
e Onendéduit: VrneN, u, = vg.a" + 1.



> Exemple 4: Onpose:ug=1letVneN, uy1 =—up+1.
Déterminer le terme général de la suite (uy,).

III Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

—‘ Proposition 3

Soient a € R, b € R*. On consideére la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

VneN, uyso = auyq + buy,. (%)

Léquation r?> — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique.
o Sil’équation caractéristique admet deux solutions distinctes rq, 12 € K (avec K = R ou C), les suites vérifiant
(*) sont de la forme :

VneN, u, =Ar!' +urd, A, pekK.
¢ Sil’équation caractéristique admet une solution double r € R, les suites vérifiant (*) sont de la forme :

VneN, up=A+un)r’", L, ueR.

> Exemple 5: Onpose: ug=-1,u;=0etVneN, uys2 =3un+1 —2Up.
Déterminer le terme général de la suite (u,,).



> Exemple 6: Onpose: uy=0,u;=—-letVneN, uys2 = —2Up41 — Up.
Déterminer le terme général de la suite (u,,).

o Exemple 7: Onpose:ug=1,u; =0etVneN, uyi2 = —Uy.
Déterminer le terme général de la suite (u,,).

IV Suites récurrentes d’ordre 1

Définition 6

Soit I un intervalle de R, soit f : I — R. On dit que I est un intervalle stable par f ssi f(I) c I, c’est-a-dire :

Vxel, f(x)el.

—‘ Proposition 4

Soit I un intervalle de R, soit f : I — R. On suppose que I est stable par f. Alors la suite :
up € L, YneN, ups1 = f(uy)

est bien définie eton a:
VneN, u,el.

Preuve.



o> Exemple 8: Onpose: ug € R* et VREN, upy1 = /Uy

> Exemple 9: Onpose:up=2etVneN, uy+1 =vup—1.

Méthode 3

Soit I un intervalle de R, soit f : I — R. On suppose que I est stable par f. On considere la suite définie par :
upel,VneN, uyyy = f(uy).

Pour étudier la monotonie de la suite (u,), on peut :

o étudier le signe de f(x) —x pour x € I. Comme Vn e N, u, € I et f(u,) — Uy = Uy+1 — Uy, on en déduit la
monotonie de (¢,). On utilise cette méthode quand on ne connait pas la valeur de .

« si f est croissante. On peut montrer par récurrence que (i) est monotone. De plus :

— Si uy < uy, alors (uy,) est croissante,
— Si ug = uy, alors (u,) est décroissante.

On utilise cette méthode quand on connait la valeur de .

> Exemple 10: Onpose: uge R et VREN, Upi1 = U
Etudier la monotonie de (uy,).



> Exemple 11: On pose: uy = % etVneN, uyy1 = %Arcsin(un).
Etudier la monotonie de (u;,).



