Corrections :
Preuve du théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 5 : Théoréme des valeurs intermédiaires }

Soient f: I — R une fonction continue et a, b € I tels que a < b. Alors, pour tout y compris entre f(a) et f(b),

dcela, b, f(c) =

b_
1. e Pourn=0,ap=a<b=bypetonaby—ap=b-—a= 2—0a, glap)g(by) = gla)g(b) <0.

b—
e SoitneN, supposonsquea<a,<b,<betb,—a,= Z—na, glay)g(by) 0.

an+bn

< b, < b donc ay, a";b",bn € [a,b]. Or I est un intervalle donc [a, b] < I. Ainsi :
an+by

- Ona:ac<a;=<

ay, &2 “””’" ,bpel donc g(ay), g( ),g(bn) sont bien définis.

a,,+b,Z

- Slg(an)g(““b”) <0, on pose (an+1,bn+1)=(an ) Ainsi, on a g(an+1)g(bp+1) <0.

a, + by, _bp-a, b-a

Deplus by+1— Gpy1 = > —an = > = 2n+1

Enfin, d’aprés '’hypothése de récurrence, a < a,, <

+bp

<b,<bdonca<ani1<byi1<>b.

- sinon, on a g(an)g(m) >0, on pose alors (a1, byi1) = (“”;b” , bn).

. . ap + bn bn —ap b —a
Ainsi, ona by41 — ape1 = by — 5 T 5 T om

De plus, d’apres 'hypothese de récurrence, a < a,, < <b,<bdonca<aus <byy1 <h.

glang(“22) g
an+bn) ’

Enfin, on a g(a,+1)8(bn+1) = & (%) g(bp) =

glan)g (
Or, g(an)g(by) = 0 donc le numérateur est négatif. Le dénominateur est quant a lui strictement positif.
Ainsi,g(an+1)g(bn+1) < 0.

¢ Ainsi, par récurrence :

b-a
VneN,a<sa,<b,<b, bn—anZ—net glan)g(by) <0.

2. e SoitneN:

an,+b a,—b
—Sig(an)g(‘”‘Tm’)sO,ona:an+1—an:0etbn+1—bn: nz " _b,= nz " >0.
an,+b b,—a
- Sinon,ona: a,.1—a, = "2 n—an:%20etbn+1—bn:bn—bnzo.

Dans tous les cas a,+1 — a, =0 et by,+1 — b, < 0. Ainsi, (a,) nen €st croissante et (by,) ,en €st décroissante.

b—a
e Deplus, (b, — an)pen) = (

2n

) donc (by, — a,) nen converge vers 0.
neN

Ainsi, (an) nen et (by) nen sont adjacentes.

3. Comme (ay)xen €t (by) nen sont adjacentes elles convergent vers la méme limite que 'on note c.
Comme:VneN, a<a,<b,<b,ona par passage a la limite dans les inégalités :

€ [a,b].

Comme [ est un intervalle, [a,b] c I donc c€ I.
Comme g est continue sur I, (g(a,)) nen converge vers g(c) et (g(by)) nen converge vers g(c).
Deplus:VneN, ga,)g(b,) <0.D’olt en passant a la limite cette inégalité :

g(c)2 <0.

Ainsi :
glo) =



Preuve du théoréme des bornes atteintes

Théoréeme de Bolzano-Weierstrass (Hors programme) }

Toute suite réelle bornée admet une suite extraite convergente.

1. (a) e Pourn=0,
Ona:VneN, u, € [-M,M] =Sy donc Sy contient une infinité de termes de la suite (u,,).
« Soit n € N, supposons que le segment S,, = [a,, b,] contient une infinité de termes de la suite (u,,).

- Si|ay,, %b” contient une infinité de termes de la suite (u;,).
Alors S;41 = [an+1,bns1] = | an, “";’h" ] contient une infinité de termes de la suite ().
— Sinon, | a,, %b” contient un nombre fini de termes de la suite (u,,) et S,, = [a;,, b,,] contient une infinité
de termes de la suite (u,). donc “";b” , b;, | contient une infinité de termes de la suite ().
Ainsi S;41 = [ans1, bns1] = ”";b” , bn] contient une infinité de termes de la suite (u;,).
* Donc, par récurrence, pour tout zn € N, le segment S, = [a,, b,] contient une infinité de termes de la suite
(b) SoitneNlN,
e Silay,, “”T”’” contient une infinité de termes de la suite (u,,).
Alors Sp+1 = [an+1, bpv1l = [an, “”+b"] < lan, byl = Sp.
. n bn
e Sinon, Sp41 = [Ap+1, bps1]l = %;bn c lan, bpl = Sp.

(c) SoitneN,

e Si [an, a”;b” ] contient une infinité de termes de la suite (u;,).
an+b, np—a
Alors bpy1 — Ap+1]l = 52 — ay = 5.

. an+b, np—a
e Sinon, bp+1 — ap+1l = by — 51 = 0,

Ainsi (b, — ay) est géométrique de raison % Or by — ag =2M donc:

M
Vi’lEN,bn—dnzerI.
(d e SoitneN, a,.;—a,=0ou @ donc a,+1 —a, =0.
Ainsi (a,) est croissante.
e Soit n €N, byy1 — by = 57 ou 0 donc by — by, <0.
Ainsi (b,,) est décroissante.
e lim(b, —ap) =lim 55 = 0.
Donc les suites (ay) et (b)) sont adjacentes.
2. (a) SoitneN, S,4+1 contient une infinité de termes de la suite (#,,), donc I'ensemble {m e N, ¢(n) < m et u;, € Sy+1}
est un sous-ensemble non vide de N. Il admet donc un minimum.
(b) SoitneN, pn+1)e{meN,p(n) <metu,,¢cS,+1}donc: pn) <epn+l).
Ainsi ¢ est strictement croissante.
(c) SoitneN, p(n+1)e{meN, p(n) <met u;, € Syr1} donc: upp+1) € Sp+1-
De plus : uy() = up € [-M, M] = Sp. Donc :
VneN, Up(n) €S,.

3. ¢ Comme ¢ :N — N est strictement croissante, alors (Ugp(n)) est extraite de (u,,).
o Comme (a,) et (b,) sont adjacentes, elles convergent vers une limite commune /.
e Comme VneN, tymp) € Sp,ona:
VneN, a, < upm < by.

Ainsi, par théoréme d’encadrement :
lim u(p(n) =1.

e Donc (u,) admet une suite extraite convergente.



Théoréme 6 : Théoréme des bornes atteintes }

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Autrement dit, si f: [a, b] — R est continue sur [a, b] avec a < b, alors il existe ¢, d € [a, b] tel que :

Vxela,bl, f(o)=fx) =< f(d),

e Sisup feR.
Soit n €N, ona:sup f— i < sup f donc sup f — -7 n'est pas un majorant de f. Ainsi, il existe x,, € [a, b] tel que :
fxp)>sup f !
" Pl
Donc:

1
VneN,supf—m<f(xn)Ssupf.

Donc, par théoréeme d’encadrement, lim f(x,) = sup f.
e Sisup f =+oo.
Soit n €N, on a: n n'est pas un majorant de f. Ainsi, il existe x, € [a, b] tel que :

fxp) >n.

Donc:
VneN, n< f(xg,).

Donc, par théoréme de comparaison, lim f(x,) = +oco=sup f.

e (x,) est une suite de [a, b] donc est bornée. Ainsi d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, (x;) admet une
suite extraite (x,(,)) qui converge vers d € [a, b].

e Comme (f(xp(n))) est extraite de f(x,), ona:lim f(xy()) =sup f.

» Comme f est continue sur [a, b], on a: lim f(xyn) = f(d).

e Ainsi:

fld)=supf.

Doncsup f € R ainsi f est majorée et sa borne supérieure est atteinte.



