Compléments : Equations différentielles

Corollaire 2

Soit a : I — K une fonction continue sur [ soient xy € I et yp € K. Il existe une unique solution de I’équation

I - K

! — — i . X
¥ +a(x)y =0 telle que y(xp) = yp quiest: o yoe_fxo adt -

Preuve. Posons A: I —IK, x— f;i) a(t)dt, alors A est une primitive de a.
Soit y une solution de ¥’ + a(x)y = 0, il existe A € K tel que :

vxel, y(x) = e AW = Ae—f;; a@dt

De plus:
X0
y(xo) = yo <= Ao~ Jxo awdr _ yo = A = yp = A= yp.
I - K
Ainsi, 'équation y’ + a(x)y = 0 admet une unique solution telle que y(xp) = yo qui est : B y e_f;) andr » VEK.
- Yo

Proposition 4

Soit (E) I'équation différentielle y’ + a(x)y = b(x) ol a et b sont continues sur 1. Soient xg € I et yg € K.
Il existe une unique solution y: I — K de (E) telle que y(xo) = yo.

Preuve. Soit A une primitive de a sur I.
Soit yp une solution particuliere de (E).
Soit y une solution de (E), il existe A € K tel que :

Vxel, y(x)=yp(x)+ e~ AW,

De plus:

) =yy =  yplxg)+Ae A0

=)o
— A=A (Yo —yp(x0))

Ainsi, il y a existence et unicité de A, donc de la solution cherchée.

Proposition 10

Soit (E) I'équation différentielle ay” + by’ + cy = f(x) ot a, b,c€ K, a #0, et f continue sur I.
Soient xp € I et yp, y; € K.
y(xo) = o

Il exist i luti : I — K de (E) tell .
existe une unique solution y e (E) te eque{ y’(xo)=y(’)

I

Preuve. Soit r une racine de 'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. Soit y: I — K deux fois dérivable. Posons z: .

En reprenant les résultats de la preuve de la proposition 7, ona :

2ar + bZ _ flx)e ™™

/! b! — Z/
ay’ +by +cy=f(x) = + P P

»

avec Z=2.
De plus:

rXxo

y(x0) = yo z(xp) = yoe~
{ = { 2 (x0)e"™ + rz(xg)e™ 0 = y;

— —IXp
— { z(xp) = yoe

2 (x0) = ype~ "0 — rz(xo)

z(xp) = yoe~
- { Z(x0) = yhe "0~ ryoe”

T Xo
r'Xo

—

e TX

yx) -



: I : 1, 2ar+b , _ f)e™™*
Soit Zp 'unique solutionde 2" + <2 7= 7 = ——

telle que : Z(xo) = ype™ 0 —rype”". Onadonc:

/! / —
ay’ +by +cy=f(x) 2(x0) = yoe T
y(xo) = yo =1 z=2
¥ (x0) =y
Soit zg 'unique primitive de Zy telle que z(xp) = ype~"*0, on a donc:

ay" +by' +cy=f(x)

y(xo0) = yo =2z=2

Y(xo) =y,

= Vxel, yx)=zp(x)e' .

D’out 'unicité de y.



