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Exercices du chapitre 1 :

2023/2024

Rudiments de logique et d’arithmétique

I Bases des mathématiques

Exercicel: (%)
2n°-n-6 .

+3

Déterminer les valeurs de n € N pour lesquelles Z.

II Rudiments de logique

W\,
Exercice 2 :
Examiner la vérité des propositions suivantes :

Vxe[R,VyelR,x+y2:0,
VxE[R,EIyE[R,x+y2=0,
IxeRVyeR, x+y?=0,
3xeR,3yeR, x+y* =0,
VyE[RZ,EIxE[R,x+y2=0.
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Exercice 3: (%) .

Examiner la vérité de la proposition suivante, ainsi que celles que I’on peut obtenir en per-
muttant les quantificateurs :

dxeR*, VyeR"*, VzeR", z=xy.

Exercice4: (%)
Soient a, b € R, montrer que :

a?+ab+b*=0=>a=b=0.
W\, ..

Exercice5: 1<
Montrer que :

vneN*, vVn2+1¢N.

Exercice 6: (%) X
Soit a € R. Montrer que :
(Ve>0,|lal<e)=>a=0.

Exercice 7: (%)
Soient a, b € R. Montrer que :

(Ve>0,a<b+e)=>a<hb.

Exercice 8: (x)
Soit x € R, montrer que :
x¢Q=>1+x¢Q.

Exercice 9: (%)
Soient x, y € R. Montrer que :

x+y€dQ = (x¢gQouy¢qQ).

Exercice 10: (x%) 3
Soit n € N*, soient xy,..., X;, M € R. Montrer que :

M
X1+ + X, > M = max(xy,...,X,) > —.
n

Exercice 11: (x%) 3
1. (a) Montrer que, pour tout n €N, n(n+ 1) est pair.
(b) Soit n €N, traduire en termes logiques la propriété : "n est divisible par 8".
2. SoitneN.
On considere la propriété P suivante :

"si n? — 1 n'est pas divisible par 8, alors I'entier n est pair".

(a) Ecrirela contraposée de P.
(b) Prouver, par un raisonnement direct, la contraposée de P.
(c) Que peut-on en déduire pour P?

Exercice 12: (x%)
Soit m € R, montrer que :

VxeR, mx+1=0) m=0.



IIT Division d’entiers

W\,
Exercice 13:
Soit (1) nen la suite définie par :

u0:2
VneN, uy1 =2u, —n.

Montrer que :
vneN, u,=2"+n+1.

NN

Exercice 14: LY W%
Montrer que :

pour tout 7 € N, 32" — 2" est divisible par 7.
W\,

Exercice 15:

Montrer que :

VneN,6|7" -1.

Exercice 16: (x%)
Montrer que :
1. pourtout n =2, 22" _ 6 est divisible par 10,
2. la somme des cubes de trois entiers consécutifs est divisible par 9.

Exercice 17: (%)

21ln-3 15n-2

Soit n € Z, montrer que ne sont pas simultanément dans Z.

Exercice 18: (x)
On divise deux entiers a et b, tels que a > b, par leur différence a—b. Comparer les quotients
et les restes obtenus.

IV pgcd et ppcm

W\,
Exercice 19:
On définit la suite réelle (i) en par:

up =1,
up =1,
VneN, upi2 = Upty + Uy,

Montrer que:

5 n
VnenN, uns(g) .

W\,

Exercice 20 :
Soit (u5) nen la suite définie par :

u():O
Lt1:0
LL2=2

VneN, up+z =3uUpnt2 —3Ups1 + Uy

Montrer que :
VneN, u,=n(n-1).

Exercice 21: (%)
Soit (u5) nen la suite définie par :

Lt()=0
u1=1
VREN, tpyp = 2250l 4],

Montrer que la suite (1) ,en €St strictement croissante.

NG

Exercice22: (x%) W

1
Soit x € R* tel que x + — € Z. Montrer que :
x

1
VneN, x"+—eZ.
xl’l

W\,
Exercice 23: L13
Déterminer les n € N* tels que si on divise 4373 et 826 par n, on obtient respectivement 8 et
7 pour restes.

NP
Exercice 24 : |
Déterminer les n € N* tels que si on divise 6381 et 3954 par n, on obtient respectivement 9
et 6 pour restes.

NP

Exercice 25 :
Soient m, n € N*. Déterminer :

pged (mn, 2m+1)n).

Exercice 26 : (%)
Soit n € N*. On pose :
a=n’>+3netb=n*+5n+6.



1. Déterminer pged (n, n +2).
2. Déterminer pgcd (a, b).

Exercice 27 : (% %)
Déterminer les entiers naturels non nuls a, b tels que a< b et :

ppcm (a, b) = 21pged (a, b).

V Nombres premiers

Exercice 28: (%)
On définit la suite (1) zen par:

_ N S S 2
up=letvneN, u,1 = (uy + uy + -+ uy).
n+1
Montrer que :
vneN, u,=1.

Exercice 29: (xx%)

Soit (u,,) la suite vérifiant :

2un +1
2

u,+1

si n pair
up=0etvneN, u,s1 = L. .
si n impair.

Montrer que :
VneN, u, =n.
N
Exercice 30: (x xx) W
Sans utiliser la décomposition en facteurs premiers, montrer que :

VneN*,Ap,geN, n=22q+1).
W\,

Exercice 31: |
Soient a, n € N*, soit p un nombre premier. Montrer que :

pla" = p"la”.
. 1)
Exercice 32: (%) .
Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Montrer qu'aucun des entiers successifs de n! + 2 a n! + n n’est premier. Comment obtenir
n entiers consécutifs non premiers?
Donner cing entiers naturels consécutifs non premiers les plus petits possibles.
N
Exercice 33: (xx) W
Soient a, b, ¢, k € N* tels que ab = c* et pged (a, b) = 1. Montrer qu'il existe a, 8 € N* tels que
a=aketbh=pk

Exercice 34: (x)
Soit p e N*.
1. Montrer que si 2” — 1 est premier, alors p est premier.

2. On appelle nombre parfait un entier n dont la somme des diviseurs vaut 2n.
Montrer que si 2” — 1 est premier, alors 27~! (27 — 1) est un nombre parfait.

(TR
Exercice 35: (x%*) L

Soit n € N*, soit n = p}' py*... p; " sa décomposition en produit de facteurs premiers.
1. Calculer le nombre de diviseurs positifs de n.
2. Calculer la somme S(n) des diviseurs positifs de 7.
3. Montrer que si m et n sont premiers entre eux alors S(mn) = S(m)S(n).

VI Raisonnement par analyse-synthese

N
Exercice36: (x) %
Soit f une fonction continue sur R. Montrer qu’il existe une unique couple (g, h) de fonc-
tions telles que :

f=g+h,
JaeR, VxeR, g(x) =a,
et h(0) =0.
Exercice 37: (x*)

Soit f une fonction continue sur R. Montrer qu'’il existe une unique couple (g, h) de fonc-
tions telles que :

f=g+h,
JaeR,VxeR, g(x) = ax,

1
et h est continue sur R telle que f h=0.
0

!
Exercice 38: (x%) '

Trouver toutes les fonctions f:R — R telles que: Vg e F(R,R), fog=go f.

Exercice 39: (xx%)
Soit f € F(R,R) telle que :

@1 _[W-f@)

x—y xX—z

VX, ,zeR, (xZyetx#z)>

Montrer que :
da,beR,VxeR, f(x)=ax+D.
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