PCSI1

Exercices du chapitre 5 :

2023/2024

Fonctions usuelles

I Fonctions logarithmes, exponentielle, puissances

W\,
Exercice 1:

Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée des fonctions suivantes :

1. x— Vinx,
2. x— ()%
3. x—In(nx),

N%

Exercice2: (%) X

e’ +2
e*+1’
5. x— xe 2%

e* \?
6. x»—»( ),
x+1

4. x—

Résoudre I'inéquation suivante, d’'inconnue x € R :

In(x—1)+In(x+1) <2In(x) - 1.

Exercice 3: (%)

Soit f : x — In(e* +1). Montrer que f est une bijection de R dans R** et déterminer sa bi-

jection réciproque.

W\,
Exercice 4 :
Calculer les limites suivantes :

i In(1+ x2 .o x+1
1. )}LI111+ In(x) In(In(x)) 2 lim ( ) 3. lim —
x—+00 2x x—+oo @¥ —1
Exercice 5: (%)
Etudier et tracer les fonctions suivantes :
1+In(x) e2x_1
L x———F5— 2. x—
x e +1
Exercice 6: (%)
On consideére les fonctions définies par :
f: 10,400 — R o 8§ R — R
x — e*—Inx x — xe*-1

1. Montrer que :
ANaeR, ae*=1.

2. Etudier le signe de g.
3. Etudier les variations de f.
4. Montrer que f admet un mininum égal a a + é
Exercice 7: (x%) 3
Soient a, b e R tels que 0 < a < b. On pose :
f: R — R

In(1+ax)
X In(+bx)*

Etudier la monotonie de f et en déduire que:
a b 2
ln(l + E)ln(l + ;) < (n2)°.

Exercice 8: (%)
Etudier la fonction :

1
(x— (1+ )%
f ( x)
Exercice 9: (x) Etudier la fonction :

f:)m—»xﬁ.

II Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

Exercice 10: (%)

Montrer que :
2

X
Vx(—:[Ri,chx21+?.

Exercice11: (%)
Etudier f:x— ch(3x)—3ch(x).

N

Exercice 12: (x%) 3



1. Montrer que, pour tout x € R*,

sh2x
chx= .
2shx
2. Simplifier :
n x
up =[] ch oF
k=1
3. Endéduire lim u,.
n—+oo
Exercice 13: (x%)
1. Résoudre I'équation d'inconnue x € R :
sh(x) =2.
2. Résoudre I'inéquation d’'inconnue x e R :
sh(x) =2.
3. Résoudre I'équation d'inconnue x € R :
ch(x)=2.
4. Résoudre I'inéquation d’'inconnue x e R :
ch(x)=<2.

W\,
Exercice 14: =4
Soient a, b € R. Montrer que :

ch(a+ b) = ch(a)ch(b) +sh(a)sh (b), ch(a— b) = ch(a)ch (b) —sh(a)sh(b),

sh(a + b) =sh(a)ch (b) + ch(a)sh (b), sh(a— b) = sh (a)ch (b) —ch (a)sh (b),
ch(2a) =ch?a+sh?a, sh(2a) = 2chasha.

N

[ |
Exercice 15: (x%) 3 !
1. (a) Montrer que la fonction f suivante est bijective :
f: RY — [1,+00]
x — chx.
On note argch sa bijection réciproque.
(b) Montrer que :
Vx€[1,+oo[, argchx =In(x+ vV x2 - 1).

2. (a) Montrer que la fonction sh est bijective.

On note argsh sa bijection réciproque.
(b) Montrer que :

VxeR, argshx =In(x+ vV x%+1).

IIT Fonctions circulaires réciproques

Exercice 16: (%)
Montrer que :
)

X
Vx € R, Arccos 5= 2Arctan|x|.
1+x

Exercice 17: (x%)
Déterminer son ensemble de validité et montrer la formule :

1-x . T
2Arctany/ —— + Arcsinx = —
1+x 2

N%

Exercice 18: (x%) 3
Déterminer son ensemble de validité et montrer la formule :

7
2Arctan (V' 1+ x2 — x) + Arctanx = >

Exercice 19: (x%) 3
Montrer que :

1-x T+ 3 Arcsi
Vx€]—-1,1], Arcsin V 1 — x2 — Arctan T:{‘f 2ATesInY
X

iArccos X

Exercice 20: (%)

Etudier les variations des fonctions suivantes et tracer leur courbe représentative :

1. fi(x) = Arcsin (%)

1+x

2. fo(x) = (x—1)?Arctanx,

Exercice 21 : (%)

Montrer que :
+* X
VxeR™", Arctan x > .
1+ x2
Exercice 22: (x%)
On pose:

1—-cosx
f:x— Arctan ———.
sinx



Déterminer le domaine de définition de f.

Etudier la périodicité et la parité de f.
1-cosx
sinx
En déduire une expression simple de f(x) pour x €]0, 7|.

Tracer f sur]—3m,37l.
Calculer f (3F).

Soit x €]0, z[, exprimer en fonction de %

AR

Exercice 23: (%)

Simplifier les expressions suivantes :
1. cos(4Arctanx),
2. sin(3Arctan x).

%

|
Exercice 24 : (xx%) N
Soient (x, y) € R? avec xy # 1, montrer que :

N

*y +kr,
y

x
Arctan x + Arctan y = Arctan 1

° k:OSixy<l,
e k=1sixy>letx>0,
e k=-1sixy>letx<O.

Exercice 25: (x*)
Résoudre les équations suivantes, d’'inconnue x € R :

1. Arccosx = Arcsin2x,
2. 2Arcsinx = Arcsin (2xV'1 — x2).

N
Exercice 26: (x %) 3
Résoudre les équations suivantes, d’'inconnue x € R :
T
Z ’
2. Arcsin2x = Arcsin x + Arcsin (v/2x).

1. Arctanx + Arctan2x =
Exercice 27 : (x*)
Montrer la formule de Machin :

1 1 T
4Arctan — —Arctan — = —.
5 239 4



