PCSI 1 Devoir a la maisonn® 8: 2024/2025
Arendre pour le : lundi 3 mars
Les résultats doivent étre encadrés.
Si vous ne souhaitez pas étre noté, merci de le préciser sur votre copie.

Probléme 1: Méthode de Newton

Principe de la méthode

Soit I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I telle que f’ ne s’annule pas. On suppose que f admet un zéro
noté ¢ que I'on cherche a approcher.

La méthode de Newton consiste a approcher la courbe représentative de f par sa tangente :

>~ valeur approchée de ¢
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On va donc considérer le point d’intersection de la tangente avec I’axe des abscisses.

Ce point est bien défini car on suppose que [’ ne s’annule pas donc qu’il n’existe pas de tangente horizontale.

Le principe d’approcher la courbe par sa tangente n’est pas toujours possible car si f est définie sur un intervalle I, la
valeur obtenue peut ne pas appartenir a I. Par exemple :

valeur approchée de ¢
en dehors de 1

Il faut donc avoir des hypotheses qui assurent la bonne définition.

Définition d’une suite

Ainsi, le principe de la méthode de Newton est de construire une suite (x,)ren telle que, si x,, est construit, x4 est
I'abscisse de I'intersection de I’axe des abscisses avec la tangente a f au point x;,.

L'équation de la tangente en x,, est :
y= f,(xn)(x —Xp)+ f(xn)

Ainsi, comme x,; est’abscisse de I'intersection de I’axe des abscisses avec la tangente a f au point x,, ona:

0= f,(xn)(xn+l —Xn) +f(xn)y
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c'estadire:

_ S xn)
Xn+1=Xn— —f,(x”) .
On va donc étudier la suite définie par :
Xp R
f(xn)
VnelN, Xn+1 =xn—m

Convergence de la méthode
On suppose que :

feC%(la, b))
fl@fb) <0

f' ne s’annule pas surla, b].

o Comme [’ est continue sur [a, b] et ne s’annule pas sur [a, b] alors f’ est de signe constant sur [a,b]. Quitte & changer

de signe, on supposera :

 Ainsi f est continue et strictement croissante sur [a, b] et comme f(a) f (b) <0, d’apres le théoreme des valeurs inter-
médiaires :

‘ f admet un unique zéro noté c dans [a, b]. ‘

On suppose également que :

f est convexe,
Xo € [a, bl et f(xg) > 0.

1. Montrer que la suite (x,,) est bien définie et que :
VneN, x, € [c, b].

2. Montrer que (x;) converge vers c.

3. Posons:

g: labl — R
f(x)
X o= Xy

(a) Montrer qu’il existe K € R™* tel que :
Vxelcbl, Vielexl, g (D <Klx—cl.

(b) En déduire que :
Vxelc b, |g(x)—cl<Klx—cl?
puis que :
VneN, [x,41 - cl < Klx, —cl?.
4. Montrer que :
1 n
VneN, Ixn—clsI—((K(b—a))z .

5. Conclure.



Probléme 2: Polyndmes d’interpolation de Lagrange
1. Dans cette partie, on se fixe n € N* et on se donne ay, ..., a, des réels deux a deux distincts.
On définit pour tout i € [1,n] :

[ X-ap
Jell,n\{i}
e
[T (i-a)
jell,nl\{i}

Les polynémes L,,..., L, sont appelés les polyndmes d’interpolation de Lagrange aux points xi, ..., X,.
0 sii#k

SiietkeN,lesymbole de Kronecker est noté §; j = { 1 : i f i

(@) Soitie€[1,n], déterminer le degré de L;.

(b) Montrer que :

Vi, kell,nl, Li(ay) =06;k

n
(c) Soit P € R,,—1[X], monter qu’il existe un unique (A4,...,,1,) € R" tel que P = Z AiL;.
i=1

Déterminer la valeur de (11, ...,1;).
(d) Déduire des questions précédentes que pour tout (xg,...,x,) € R”, il existe un unique polynéme Q € R,_; [X] tel

que pour tout k € [1, n], Q(ag) = x.

n
(e) Onpose ® = [] (X —ay).
k=1
i. Montrer que :
Vie[1,n], ®'(a;) #0.

ii. Soit (x1,...,x,) € R"™. Soit Q le polynéme défini a la question 1.d.
Montrer que :

. [ X-ap
_ ‘je[[l,n]]\{i}
QX)) = ;xl ' (a;) .

2. Si f estune fonction continue de [-1, 1] dans R, justifier I'existence de 1?211)(1 ]I fl.
te[-1,
3. Pour une fonction continue f:[-1,1] — R, on notera || f]lc = I{lalxl]lf(t)l.
te[-1,
Dans cette partie, on fixe n € N* et on se donne f:[-1,1] — R de classe C".

On se donne ay,..., a, des éléments de [—1, 1] deux a deux distincts.
On note P 'unique polyndme de R,,_; [X] tel que :

Vie[l,nl, Pla;) = f(a;)

(on a prouvé l'existence et l'unicité dans la partie précédente).
n
Onnote ® = [[ (X —a;).
i=1

(@) Soitg:x— f(x)—P(x)—A®(x), A €R. Dans cette question, on fixe t € [-1,1]\{ay, ..., a,}.
i. Montrer qu’il est possible de choisir A tel que ¢(#) = 0. On fixe ainsi A dans la suite de cette question.
ii. Montrer que ¢ s'annule n+ 1 fois au moins sur [—1, 1]. En déduire que ¢’ s’annule au moins # fois sur [-1, 1].
iii. En déduire que (p(") s’annule au moins une fois sur [—1,1]. On note a un réel de [—1,1] ol (,0(”) s’annule.

(n)
iv. En déduire que f(f) — P(t) = %@(n.

M,
(b) Déduire de la question précédente que pour tout ¢t € [-1,1], | f(£) — P(#)| < —'n|<I)(t)|, ot My, = | £ llso-
n!



