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PCSI 1 Devoir a la maisonn®9:
Arendre pour le : lundi 17 mars
Les résultats doivent étre encadrés.
Si vous ne souhaitez pas étre noté, merci de le préciser sur votre copie.

Soient n e N* et (ay,..., a,) une famille de n réels deux a deux distincts.
Pour tout i dans [[1, n]], on note L; le polyndme de degré n — 1 défini par :

n X—a:

Lix) =[] —=.
j=14i—aj
J#i

On ditque Ly,..., L, sont les polynémes de Lagrange associés a ay, ..., a,.

1. Polyndomes de Lagrange
(a) Montrer que, pour tout i et k dans [[1, n]],

1 sik=i
0 sinon

Li(ay) = {

(b) Montrer que, pour tout Pe R,,_1[X]: P = Z?:l P(a;)L;.
(c) Montrer que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égala n—2,

L Play)
Z’ - -0
=Tl @i-aj
j=1
J#i
2. Polynoémes de Tchebychev
Soit n € N*. On pose
Ln/2]
T,(X)= ), (—1)”( " )X"z”(l—Xz)”.
p=0 2]9

(a) En développant (1 + x)" pour deux réels x bien choisis, montrer que

Lfim( " ) i

p=0 2p
(b) Montrer que T, est un polyndme de degré n. Expliciter le coefficient dominant de T,.
(c) Montrer que T, est 'unique polynome a coefficients réels vérifiant la relation

VO eR, T,,(cos(0)) = cos(n0).
On pourra utiliser la formule de Moivre.
2k—-1)m
(d) Pour k€ [[1, n]], on pose xj = cos BT Montrer que
n

n
Tp(X)=2""1 ] (X - xp)
k=1

3. Une premiere inégalité
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Soit n € N* et W un polynéme unitaire (c’est-a-dire de coefficient dominant 1) de degré n. L'objectif de cette question

est de montrer que

sup [Wx)| =z —
xel-1,1] 2n-1

puis d’étudier dans quel cas il y a égalité.

ey

(a) Montrer que sup |7,(x)|=1.En déduire un polyndéme unitaire de degré n réalisant le cas d’égalité dans (1).

x€(-1,1]

1 k
On pose Q = o1 T, — W et, pour tout k € [[0, n]], z; = cos (7”)

1



(b) Montrer que Q est un polynéme de degré inférieur ou égala n—1.
1
(c) Dans cette question, on montre (1) par I’absurde. On suppose donc que sup |[W(x)| < T
xe[-1,1]
i. Montrer que, pour tout k € [[0, n]l, Q(zx) > 0si k est pair et Q(zx) < 0 si k est impair.
ii. Montrer que, pour tout k € [[0, n — 1]}, il existe ci €]z+1, 2k [ tel que Q(ck) =0.
iii. En déduire une contradiction et conclure. )
(d) Onsuppose maintenantque sup |W(x)|=_——
x€[-1,1] 2n
i. Montrer que, pour tout k € [[0, n]],

Q(zy)

n
H(Zk—Zj)
j=0
Jj#k

=0.

.. 1 . 1
ii. En déduire que Q =0, puis que W = o1 Ty.
On pourra considérer la somme des inégalités de la question précédente et exploiter la question 1.(c) appliquée

3 des données convenables.

4. Une deuxiéme inégalité
Soit n € N* et soit P € R,,_[X] tel que :

Vxe[-1,1], V1-x2|P(x)| < 1.

Lobjectif de cette question est de montrer que :
Vxe[-1,1], |P(x)| < n.

Soient Ly,..., L, les polynémes de Lagrange associés a x,...,Xp (définis en 2.(d)).

(@) On pose, pour tout k € [1, n]], Q. = H (X —x;j).
jell,nl\{k}
i. Montrer que: Yk € [[1,n]l, T/, (x;) = 2" 1 Qr(xx).
ii. Montrer que :
T,(X)

Vkell,nl, LX) = m—————.
€1, nll, Ly(X) T o) (X = x0)

iii. Soit @ € R\ {km, k € Z}, montrer que :
nsin (n6)

/ _
T,(cos(0)) = Sn @)

En déduire que : .
+1
vke [l nl, Tyin) = 2D
1-x3
(b) Soit xe[-1,1]\{xq,...,x5}.
i. Montrer que :

Tp(0) (-1 J1-x2

n
P(x)= ) P(xg)
k=1

n(x—xg)
ii. En déduire que:
[T (x)| & 1
P = ——= Y :
nooy lx—xgl

(c) Soit x € [-1,x,[U]lxy,1].

i. Montrer que la décomposition en éléments simples de T—” est:
n

T, i 1
T, S X—xk

ii. Montrer que: |P(x)| < lT”—’ix)l

iii. Montrer que:VneN, V0 €R, |sin(nf)| < n|sin(0)|.

iv. En déduire que : |P(x)| < n.

(d) Soit x € [x5, x1].
i. Montrer que:
[P(X)] £ —F~-
(3%)

ii. En déduire que: |P(x)| < n.
(e) Conclure.



