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Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1:
On pose :
f: R - R
(x,) — (x+2y,y-x,42).

f est-elle injective ? surjective ? bijective?

Probléeme 1:
Lobjectif de ce probléme est de déterminer les fonctions f : R** — R dérivables telles que :

VxeR", f (%) =x*(2f' (0 +1) ().

1. Soit f:R** — R dérivable vérifiant (E). Montrer que f est solution sur R** de :

4xty" +8x3y + ¥’y =1-4x° (E).

R - R

. . P + % .
2. Soit y deux fois dérivable sur R**. On pose : Po— yeh)

. Montrer que :

4xy" + 83y + Xy =1-4x® = 47" +47 +z=e"?" —4e".

w

. Résoudre (E') sur R™*.

. Conclure.

S

Probléme 2 :
Soit E un ensemble, soient A et B des parties de E. On considere les applications suivantes :

fr PE — PE o & PB — PE
X — (XUA\B X - X

1. Montrer que g est bijective et que g~ = g.
2. Simplifier la fonction f dans les cas:

(@ A=9,
(b) A=E,
(c) B=¢g,
(d) B=E.

. Calculer £(g), f(A), £(B), f (&), £ (B) et f(B).
. Montrer que fof=fog.
Montrer que f est bijective ssi f = g.
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En déduire une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que f soit bijective.



Probléeme 3 :

Partie 1 : Théoreme de Césaro monotone
Soit (1) une suite croissante qui converge vers [ € R.
On pose :

1. (a) Montrer que (v,) est majorée par /.
(b) Montrer que (v,) est croissante.
(c) En déduire que (v,) converge vers Le Ravec L < [.
2. (a) Montrer que:
VneN, 20,41 — Un = Up.

(b) En déduire que L= 1.

(c) Conclure.

Partie 2 : Une application
On définit la suite (a;,) par:

an

Vita,
1. (a) Montrer que (a;) est bien définie et qu’elle est a valeurs dans ]0, +ool.
(b) Montrer que (a,) converge et déterminer sa limite.

ay>0etVneN, ay =

2. Onpose:
f: 10,400 — R
X - V1t+x—1 .
P
Montrer que f est décroissante.
3. Onpose:
1 1
VneN, b, = -—
ap+1  Qn
(a) Soit n €N, exprimer b, en fonction de a, etde f.
(b) Montrer que (b;) est croissante.
(c) Montrer que (b,) converge et déterminer sa limite.
4. Onpose:
1 n-1
YneN* ¢, == ) by.
k=0

(a) Soit n e N*, exprimer c; en fonction de n, de a, et de ay.
(b) Montrer que :

lim na,=2.
n—+oo

Partie 3 : Une application de I'application
On définit la suite (u,) par:

ug>0etvneN, uyi1 = uy +Vuy.
1. Montrer que (1) est bien définie et qu’elle est a valeurs dans ]0, +ool.

2. Montrer que (u,) diverge vers +oo.
3. Calculer:



