PCSI 1 Devoir surveillé n® 6 :
Samedi 8 février
3h
Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice1:
Soient a, b € R tels que a < b.
Soit f : [a, b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, bl.
On pose :
h: [abl — R
1
x — (f-f@)ess.
1. Montrer que h est dérivable sur ]a, b| et calculer '
2. Montrer qu’il existe c €]a, b tel que :

o flo-fla)
o=
Exercice 2:

Déterminer tous les polynémes P € K[X] tels que :

PX+1)-P(X-1)=X?>+1.

2024/2025



Probleme 1:
1. Question préliminaire
(a) Montrer que: Vx €R", sinx < x.
(b) i. Onpose:
p: RY - R
. 3
x ~— sinx+%.
Montrer que ¢ est convexe.
ii. En déduire que:
o x
VxeR ,smx+€2x.
(c) Montrer que :
. |x|?
VxeR,|sinx—x| < -

(d) En déduire :

. sinx—x
lim ———.
x—0 x2
2. Onpose:
f:r R - R
sinx ix£0
- { P six
1 six=0

(a) Montrer que f est continue sur R.

(b) Montrer que f est bornée.

(c) Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
3. Soit ke N*.

(a) Montrer qu'il existe ¢ €]k, (k+ 1)7[ tel que f'(cx) = 0.

(b) On pose:

g: R - R
X — Xxcosx-—sinx °
Etudier les variations de g sur [k, (k+ 1)7].

(c) En déduire que cy est unique.

(d) Etudier les variations de f sur [k, (k + 1)7].
4. Montrer qu’il existe un unique a € R tel que f(a) = @ et qu’'on a alors « €]0, 1[.
5. (a) Montrer que: VxeR, |g(x)| < x;

(b) En déduire que:Vx€eR, |f'(x)| < %
6. On considere la suite (1) ,en définie par :

up=0etVneN, uyi1 = f(ug).

(a) Monterque:VneN, u,€[0,1].
(b) Montrer que (u,) converge vers a.



Probléeme 2:
On consideére la fonction f suivante :
f: 10,400 — R
X = ée E
1. (a) Montrer que f est de classe C* sur ]0, +ool.
(b) Montrer que, pour tout n € N, il existe un polyndme P,, € R[X] tel que :

P,(x) _1

Vx €10, +ool, f™ (x) = iz

et Ppi1 = X2P,+(1-2(n+1)X)P,.

(c) Calculer Py, P;, P, et Ps3.
(d) Calculer le degré, le coefficient dominant et le terme constant de P,,.

2. On considere la fonction suivante :
g: 10,+o0[ — R

x = xX*f(x).

(a) Montrer que:VneN, gl = £(n,

(b) En utilisant la formule de Leibniz pour calculer g1

, montrer que :
VReN* Ppii=1-2(n+1)X)P,—nn+1)X>P,_,.

3. (a) Montrer que:
vneN*, P, =-n(n+1)P,_.

(b) Montrer que :
vneN, X*P)+(1-2nX)P,+n(n+1)P, =0.



