PCSI 1 Devoir ala maisonn® 1: 2025/2026
Arendre pour le : lundi 15 septembre
Les résultats doivent étre encadrés.
Si vous ne souhaitez pas étre noté, merci de le préciser sur votre copie.

Exercice 1:
Soit f:N — N telle que :
VrneN, f(n)znetVmeN,IneN, m= f(n).
1. Montrer que f(0) =0.
2. Soit n € N. On suppose que : Yk € [0, r]], f(k) = k. En raisonnant par I'absurde, montrer que f(n+1) =n+1.
3. Conclure. On précisera bien les raisonnements utilisés.

Exercice 2 :
Soit f:R — R une fonction impaire et 2—périodique.
1. Montrer que:

fay=o.

2. Montrer que :
vneZ, f(n)=0.

Probleme 1 :

1. Inégalité de convexité
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.
On suppose que f est convexe, c'est-a-dire que f” = 0.
Soient x, y € [ tels que x < y.
(a) Soit ¢ €[0,1], montrer que :
x=(1-Hx+ty=<y.

(b) On considere la fonction g définie par:

g: 01 — R
t — (A=-0f@)+tfM-f(A-0x+1y).

Montrer que g est deux fois dérivable et calculer g’ et g’
(c) Etudier les variations de g’.
(d) Calculer g(0) et g(1).
(e) Déduire des questions précédentes que :

Vielo,1], f(I-Dx+ty)<(A-0f @) +tf ().

(On pourra traiter plusieurs cas selon le signe de g'.)
2. Fonctions puissances

(a) Montrer que:
VneN,VxeR™, exp(nlnx) = x".

Cette relation permet d’étendre la notion de puissance entiere a des puissances réelles. On pose :
VaeR, Vxe R, x% = exp(alnx).
(b) Soit @ € R. On considere la fonction & définie par :

h: R — R
x — exp(alnx).

Montrer que & est dérivable et calculer 7'
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3. Versl'inégalité de Holder
Soit p €]1, +oo0l.
(a) Montrer que:

1 1
dlg €]1,+oc0[, —+—=1.
p q

On considére, dans toute la suite, le réel g vérifiant cette propriété.
(b) Montrer que :
Vx,yeRY*, Ve [0,1],In(Q1-Dx+ty)=(1-Dlnx+tiny.

(c) En déduire que:
Vx,ye R, xy< _+_q )



