PCSI 1 Devoir a la maisonn® 3: 2025/2026
Arendre pour le : lundi 3 novembre
Les résultats doivent étre encadrés.
Si vous ne souhaitez pas étre noté, merci de le préciser sur votre copie.

Probleme1:
Soient n, p e N tels que n = p. On pose :
n
Snp = Z(—nk( " e
k=0
1. (a) Calculer Spp.
(b) Soit neN*, calculer Sy .

Dans toute la suite du probleme, on suppose que n # 0
2. Onpose:
n n k
VxeR,f(x):Z(—l)k( )x :
k=0 k

(@) Soit x € R, simplifier f(x).
(b) Donner deux expressions différentes de f’.
(c) En déduire la valeur de Sy, ;.

3. (a) Montrer que:

n n-—1
Vke[[l,n]],k( k ):n( —1 )

Vke[[l,n—l]],( Z:i ):(Z)—( ";1 )

Sn,p+l = n(Sn,p - Sn—l,p)'

(b) Montrer que :

(¢) En déduire que :

(d) Montrer que:
VpeN,Vn>p,Syp=0.

T.S.VIP.



Probleme 2 :
Soient a, b € C*. On considere d’équation d’inconnue z€ C :

z2—2az+b=0. (E)

On note z; et z, les racines de (E).
Lobjectif de ce probléme est de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que |z;| = |z2| et pour que Arg(z;) =
Arg(zp).

1. Questions préliminaires :

(a) Donner, en fonction de a et b, les valeurs de z; + z» et de z;.22.
(b) Soit z€ C*, montrer que :

1
z+—€eRo (zeRoulz|=1).
z

(c) On considere la fonction :

Montrer que f admet un minimum et le calculer.

2. Etude d’exemples :

Dans les cas particulier suivants, a-t-on |z;| = |z2|? Arg(z1) = Arg(z)?
(@) Z2-2(1+i)z+4i=0,
(b) z2-(2-i)z+3—-i=0,
(c) z2-3(1+2i)z—6+8i=0.

3. Une condition nécessaire et suffisante pour que z; = z».

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que z; = z;.

4. Une condition nécessaire et suffisante pour que |z;| = |zy|.

(a) Onsuppose que |z1| =|z2|.
2

a
i. Exprimer — en fonction des arguments de z; et z;.
@
ii. Montrer que > €]0,1].
. . a? 21 2
(b) i. Montrer que si — € R, alors — + — € R.
b V4) 21
a2
ii. Montrer que si ? €]0,1], alors |z1| = |z2].

(c) Conclure.

5. Une condition nécessaire et suffisante pour que Arg(z;) = Arg(z»).

(a) On suppose que
Arg(z1) = Arg(z)

b
i. Exprimer — en fonction des modules de z; et z5.
a
ii. Montrer quz; €]0,1].
(b) Montrer que si — €]0,1], alors Arg(z;) = Arg(zp).
a
(c) Conclure.
6. Vérification :

En utilisant les questions 4. et 5., retrouver les résultats des questions 2. et 3.



