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3h
Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1:
1. En raisonnant par récurrence, montrer que :

5 n=5q+r
vVneN,3(g,r)eN ,{ ref0.4].
2. Soit n € N. On suppose que n? est un multiple de 5. Montrer que 7 est un multiple de 5.
3. Montrer que NG ZQ.

Exercice 2:
On consideére la suite définie par :
Up=letvVneN, upy1 =up+Upsii—y,.
1. Montrer que la suite (1) ,en €st bien définie, c’est-a-dire que: VneN, n+1 - uy, € [[0, n]].

2. Montrer que :
VneN,u,=n+1.

Exercice 3 :

Etudier les variations de la fonction :
f: R - R
x — In(e¥+2e7%).

Exercice 4:
Etudier la vérité des propositions suivantes :

1.
VxeR, (Ve>0,x<e)=>x<0.

VxeR, Ve>0,(x<e=>x<0).



Probleme 1:
On admet que :

x=n+d
VxeR,3(n,d) (—:[Rz,{ nez
delo,1].
x=n+d
Soit x € R, soit (n, d) I'unique couple de R? tel que { ne”Z
de0,1].

n est appelé la partie entiere de x, d est appelé la partie fractionnaire de x et on note :
n=|x|etd=1{x}.

Dans tout ce probleme la notation {x} désignera la partie fractionnaire de x et pas 'ensemble réduit a x.
On pose:
fr R — [0,1]
x = {xh
1. (a) Soit x € R. Montrer que :
xeZ << f(x)=0.

(b) Soit x € R. Montrer que :
xe0,1[<= f(x) = x.

(c) Montrer que f est 1-périodique.
(d) Montrer que f n’est ni paire, ni impaire.
On considere la suite (1) zen définie par :

up=0,uy=1etVneN, uyi2 = Ups1 + Un.

2. (a) Déterminer le terme général de la suite (u,,).

(b) Montrer que:VneN, u, €N.
Soit x € R. On considere la suite (v,) ,en définie par :

v=1vi={x}etVneN, vy:2 = Vn+1.Vn.

3. (a) Montrer que:
vneN, v, = {x}*".

(b) Montrer que :
(VreN*, v, =0) < v; =0.

Probléme 2 :
Lobjectif de ce probleme est de déterminer toutes les fonctions f :N — N telles que :

Y(n,m)eN?, f(f(n)+ f(m)) = n+m.

1. Soit f une solution du probleme.
(a) Montrer que:
V(n,m) eN?, f(n) = f(m)=n=m.

(b) Montrer que :
VneN*, 2f(n)=f(n-1)+ f(n+1).

(c) Montrer qu’il existe a, b € Z tels que :
Vne{0,1}, f(n)=an+b.

(d) Montrer que :
VneN, f(n)=an+b.

(e) Montrer que:
vneN, f(n)=n.

2. Conclure.



Probleme 3:
On donne les valeurs approchées :

1
In(2) = 0,69 et — = 0, 36.
e

On consideére la fonction définie par :

N =

f:x— vxIn(x) +1n(2).

. Etudier les variations de f et préciser ses limites aux bords de son domaine de définition.

(a)
(b)

Déterminer le nombre de solutions de I'équation : f(x) =0.
En déduire le nombre de solutions de 'équation :

XV = (E).

1
2

. Soit n e N*.

(a)

(b)

(]
(d)

(@

(b)
(c
(d)

Montrer que :

1 2 n
f (m) =0 n-=2".
On suppose que f (#) = 0. Montrer qu'il existe p e N* tel que n=2p et 2P~ = p.
Donner deux valeurs de p € N* telles que 2P~ = p.

En déduire les solutions de (E).

Montrer que f défini une bijection de [e~2
On note f~! sa bijection réciproque.
Calculer f~1(0).

Etudier la dérivabilité de f~.

Calculer (f~1(0).

,+oo[ vers un intervalle que I'on précisera.



