Chapitre 1 : Rudiments de logique,
généralités et révisions sur les suites et les fonctions

I Bases des mathématiques

1.1 Symboles mathématiques

—‘ Ensembles

¢ @ : I'ensemble vide, c’est-a-dire, I’ensemble ne contenant aucun élément,

e c:inclusion entre deux ensembles,

o ¢ : négation de I'inclusion entre deux ensembles,

e € : appartenance d'un élément a un ensemble,

¢ : négation de I'appartenance d'un élément a un ensemble,

¢ N : intersection de deux ensembles,

e U : réunion de deux ensembles,

« \ : un ensemble privé d'un autre ensemble, c’est-a-dire dont tous les éléments de I’autre ensemble sont exclus,
e {x€E,...} :'ensemble des éléments x de E tels que.....

Remarque:
» Unensemble peut étre défini en extension. Dans ce cas, on énumeére tous ces éléments. Par exemple, E = {1, 3,8} est un
ensemble défini en extension.Ona:1€ Eet {1} cE.
« Un ensemble peut également étre défini en compréhension. Dans ce cas, on donne une ou des propriétés qui carac-
térisent ses éléments. Par exemple, {27, n € Z} est 'ensemble des nombres pairs et {2n + 1, n € Z} est 'ensemble des
nombres impairs, il s’agit d’ensembles définis en compréhension.

1.2 Ensembles de nombres

—‘ Définition 1

» On appelle ensemble des entiers naturels, 'ensemble N = {0,1,2,...}
« On appelle ensemble des entiers relatifs 'ensemble Z constitué des entiers naturels et de leurs opposés.

e On appelle nombre décimal tout nombre de la forme 1%, avec p € Z et n € N. On note D 'ensemble des

nombres décimaux.
¢ On appelle nombre rationnel tout quotient d’entiers, c’est-a-dire tout nombre de la forme B, avecpe”Z
q

et g € N*. On note Q '’ensemble des nombres rationnels.
Un réel qui n’est pas rationnel est dit irrationnel.

¢ On note R1’ensemble des nombres réels.

Remarque:
eNcZcDcQcR,
e Z=NU{-n,neN"},

.[D:{loin,pez,nel\l},

.@:{Z,pez,qel\l*},
e I’ensemble des nombres irrationnels est R\ Q,

« les nombres rationnels sont de la forme E, avec p € Z et g € N*, dans cette écriture, on ne suppose pas que la fraction est
q

sous forme irréductible. Si besoin, on peut le supposer, c’est-a-dire, imposer a p et g de ne pas avoir de diviseur commun
dans N* \ {1}.



1.3 Intervalles
—{ Définition 2 : Intervalles de R }

On appelle intervalle de R toute partie de R ayant 'une des formes suivantes :

o [a,b]={xeR,a<x<blaveca,beReta<b
(intervalle fermé et borné ou segment);

o [a,+oo[={x€eR, a<x}avecaeR
(intervalle fermé non-majoré);

e ]—oo,bl={xeR x<b}avec he R
(intervalle fermé non-minoré) ;

e la,b[={xeR, a<x<b}laveca,beReta<b
(intervalle borné ouvert);

e ]—oco,b[={xeR, x<blavec be R
(intervalle ouvert non-minoré);

e la,+oo[={xeR a< x}avecacR
(intervalle ouvert non-majoré);

e [a,b[={xeR,a<x<b}laveca,beReta<b
(intervalle borné semi-ouvert a droite) ;

e la,bl]={xeR,a<x<blaveca,beReta<b
(intervalle borné semi-ouvert a gauche);

e {alaveca€eR
(intervalle réduit a un point ou singleton) ;

¢ I'ensemble vide @

¢ R=]-o00,+00[
(intervalle non-majoré et non-minoré)

Remarque:
e Un intervalle est un ensemble qui est "en un seul morceau". La notion d’intervalle est une notion fondamentale pour
les résultats de continuité.

e R* n'est pas un intervalle.

Définition 3

Soient a, b € Z tels que a < b, [a, b] désigne l'intervalle d’entiers compris entre a et b, c’est-a-dire :

la,bl={ne€Z a<n<bhb}.

1.4 Définition d’'une fonction

—4 Définition 4

Soient A et B deux ensembles non vides.
On appelle application f la donnée d'un ensemble de départ A, d'un ensemble d’arrivée B et d'une correspon-
dance qui a tout élément x de A associe un unique élément de B noté f(x).
A — B
x = f
Sixe Aety= f(x), onditque:
o yestl'image de x par f

Onlanote f :

e x est un antécédent de y par f (pas forcément unique).
On note F (A, B) ou B 'ensemble des applications de A dans B.

Remarque:
» f e F(A, B)signifie que f estune application dont 'ensemble de départ est A et]’ensemble d’arrivée est B. f € F (A, B)
et f: A— B sont synonymes.
e On remarquera que les fleches sont différentes : A — B (qui se lit de A dans B) indique les ensembles de départ et
d’arrivée alors que x — f(x) (qui se lit a x associe f(x)) indique la valeur de I'application.
o Il ne faut pas confondre f et f(x). Siona f € F(A,B) et x€ Aalors f(x) € B.



Définition 5

On appelle fonction réelle une application telle qu'il existe un ensemble D inclus dans R tel que f € F(D,R).
Lensemble D est alors appelé ensemble de définition de la fonction.

Remarque:

« Une fonction réelle est une application dont 'ensemble départ n’est pas nécessairement précisé et dont I'ensemble
d’arrivée est R.

» En pratique, on confondra les notions de fonctions et d’applications.
« En pratique, on peut écrire soit f la fonction: f: x— f(x).

1.5 Définition d’une suite

Définition 6

Une suite réelle est une application qui a un entier naturel associe un réel. La suite qui a tout entier naturel n
associe le réel u,, est notée (u,) ey OU (Uy,).
Lensemble des suites réelles est noté RV,

Remarque:
o (Un)nen € RN ou (1) € RN signifie que (u,,) est une suite réelle.
« Il ne faut pas confondre la suite (u,) ,eny avec son terme d’indice 7 : u,. Sion a (u,) € RN et n € N alors u,, € R.

 Par extension, nous appellerons aussi suite réelle une famille de réels indexée par un intervalle d’entiers du type
[n9, +ool. La suite est dans ce cas notée (1) ,=5,. Les propriétés de ce chapitre s’adaptent a ce type de suites.

Une suite peut étre définie de trois manieres différentes :

« De manieére explicite : chaque terme de la suite est donné directement en fonction de n.
Par exemple : on consideére la suite (u,) ,en définie par :

VneN, u,=——.
"2+l

¢ Parrécurrence : u, est exprimé en fonction des termes précédents : u,_1, ... Uy.
Par exemple : on considére les suites (1) nen €t (V1) nen définies par :

up=let VneN, uyy1 =V u,+2
v=0,vi=1et VREN, vy42=Vnt1+ V.
» De maniere implicite : u,, est défini par une propriété non explicite dépendant de n.
Par exemple : on considere la suite (u,,) ,en définie par : pour tout n € N, u;, est 'unique solution de 1'équation x> + x —
1=n.
II Quantificateurs
2.1 Généralités

A Les quantificateurs ne sont pas des abréviations mais des symboles mathématiques.
On ne peut les utiliser que dans des phrases mathématiques.

—4 Définition 7

Soit P(x) une proposition dépendant d'un élément x d'un ensemble E.

« la proposition Vx € E, P(x), qui se lit « pour tout x appartenant a E, on a P(x) », est vraie lorsque P(x) est
vraie pour tout élément x de E.

« la proposition 3x € E, P(x), qui se lit «il existe x appartenant a E tel que P(x) », est vraie lorsque P(x) est
vraie pour au moins un élément x de E.

« laproposition d!x € E, P(x), qui se lit «il existe un unique x appartenant a E tel que P(x) », est vraie lorsque
P(x) est vraie pour un unique élément x de E.




Méthode 1 : Montrer un énoncé commencant par V

Pour montrer un énoncé du type Vx € E, P(x), on fixe un élément quelconque x de E et on démontre que P(x)
est vraie. La rédaction est donc la suivante :
Soit x € E.

} preuve de P(x).

Méthode 2 : Utiliser un énoncé commencant par V

On suppose ici que la proposition Vx € E, P(x) est vraie.
Cette proposition peut étre appliquée a tout élément x de E, il peut étre défini par :

Soit x € E, alors P(x), ...(ici x est fixé quelconque)
ou
Posons x=...,onaxe€ Ecar... donc P(x), ...(ici x est particulier et a été choisi judicieusemment).

> Exemple 1:
1. Montrer que : V(a, b) € R?, 2ab < a® + b
2. Montrer que : V(x,y) € (R")?2,2,/xy < x + .
Méthode 3 : Montrer un énoncé commencant par 3 ou 3!

o Pour montrer un énoncé du type 3x € E, P(x), il faut construire un x € E pour lequel P(x) est vraie.
On recherche au brouillon un x adapté. Puis on rédige ainsi :
Posons x = ....
x€ Ecar...

preuve de P(x).

¢ Pour montrer qu'un objet x vérifiant P(x) est unique, on se donne x et y vérifiant la propriété, et on
montre que x = y. La rédaction est alors :
Soient x,y € E.
Supposons que P(x) et P(y) sont vraies.

preuve que x = y.

Méthode 4 : Utiliser un énoncé commencant par 3

On suppose ici que la proposition 3x € E, P(x) est vraie.
On est assuré de I'existence de I'élément x mais on ne connait pas sa valeur, on le défini par :

1l existe x € E tel P(x), ...

Ecrire "il existe" en toutes lettres, signifie que I'on consideére cet élément, il est donc bien défini.

> Exemple 2: Soit 7 un entier naturel pair. Montrer que n? est pair.

> Exemple 3: Montrer que: Vx€Q, —2x+3 € Q.

Proposition 1 : Permutation de quantificateurs identiques }

Soit P(x, y) une proposition dépendant de deux éléments : x appartenant a un ensemble E et y appartenant a
un ensemble F.

« la proposition Vx € E, Vy € F, P(x, y) est synonyme de la proposition Vy € F, Vx € E, P(x, y),
« la proposition 3x € E, 3y € F, P(x, y) est synonyme de la proposition 3y € F, 3x € E, P(x, ).




Proposition 2 : Négation des quantificateurs }

Soit P(x) une proposition dépendant d'un élément x d’'un ensemble E.

e nNon (Vx €E, P(x)) est équivalente a (Elx € E, non P(x)).

e non (Elx €E, P(x)) est équivalente a (Vx € E, non P(x)).

> Exemple 4:
1. Montrer que la proposition suivante est vraie :

VxeZ,yeZ, x=y.
2. Montrer que la proposition suivante, obtenue en échangeant les quantificateurs, est fausse :

dyezZ,VxeZ, x=y.

2.2 Raisonnement par I'absurde

Méthode 5 : Raisonnement par I'absurde

Pour montrer qu’'une proposition P est vraie, on peut supposer son contraire (non P) et arriver a une absurdité.

> Exemple 5: Soit 1 € Z tel que n? soit pair. Montrer que 7 est pair.
> Exemple 6: Montrer que /2 est irrationnel. Ce résultat est supposé connu et peut étre utilisé.

> Exemple 7: Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f2 = f. Montrer que f =0 ou f = 1.

III Généralités sur les suites et les fonctions

3.1 Opérations sur les suites

—4 Définition 8

Soient (u,,) € RN et (v,,) € RN deux suites et A, u € R. On définit les suites :

() = Auy) + w(vy) et (pn) = (up).(vy),

(combinaison linéaire et produit de (u,,) et (v;)) par:
VneN, s, =Au,+pvy et p,=u,.vp

Si de plus (v;) ne s’annule pas, on définit la suite (g,) = EZ"; (quotient de (u,) par (v,)) par:
n

u
VnenN, g, = —=.

Un




3.2 Opérations sur les fonctions

—‘ Définition 9

Soit D une partie non vide de R. Soient f: D — R, g: D — R deux fonctions et A, u € R. On définit les fonctions :

Af+ug: D — R fg: D - R
x = Af(x)+ugx) x — f(x.8x)
(combinaison linéaire de f et g) (produit de f et g)

Si de plus g ne s’annule pas sur D, on définit la fonction :

]EC :' D - R
x [a— M
8(x)
(quotient de f par g)

Remarque:
» Cette définition signifie que :

VxeD, Af +ug)x) =Af(x)+ugx), (f.8)x) =[f(x).gx), ]gc(x) = %.

e Dans Af+pug,lesigne + désigne une addition entre deux fonctions. Dans A f (x) + 1 g (x), le signe + désigne une addition
entre deux nombres. Il y a donc deux significations pour le signe +.
Cette définition est naturelle et son seul but est de définir les opérations classiques sur les fonctions.
* gnes’annule pas sur D signifie que :
VxeD, gx) #0.

Il ne faut pas confondre avec g # 0 qui signifie que g n’est pas la fonction constante nulle, c’est-a-dire :

dxeD, g(x) #0.

: R - R : R - R
e Soient ! et § 5 .
x — x+1 X — Xx*+9
f
=: R —- R
e ftgr R — R g
Alors, par définition : Y = Pax+10 et . v+l
x2+9°

—‘ Définition 10

Soient D; et D, deux parties non vides de R. Soient f : D; — Ret g: D, — R telles que pour tout x € Dy, f(x) € D;.
On appelle composée de f par g et on note go f lafonction :

gof: D1 — R

x = glfx)
Remarque:
* Comme g est définie sur D, pour que g(f(x)) ait un sens, il faut avoir f(x) € D,.
e En général fog # go f. Par exemple, posons : f: E : H§+1 et & [5 : ﬂ52+9'
Alors: °8° ﬂj ~ u§2+10 et 8°7° ﬂj ~ [?x+1)2+9. Ainsi fog(1) =11 et go f(1) = 13.

D'oll fog(l) #go f(1) donc fog#gof.

3.3 Représentation graphique

—4 Définition 11

Soit Dune partie non vide de R, soit f : D — R, la courbe représentative de f est’ensemble des points de coor-
données :

(x,f(x)), xeD,

dans un repeére du plan.




—4 Proposition 3

Soit f: R — R. Soit Cr sa courbe représentative dans le repére du plan (O, _i), 7). Soit a € R*.
La courbe représentative de la fonction :

e x— f(x+ a) se déduit de C r par translation de vecteur —aT

* x— f(-x) se déduit de Cy par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.

» x— —f(x) se déduit de Cy par symétrie par rapport a I'axe des abscisses.

fa+a) t-mm- e

x— f(x+a) x— f(x)

Preuve.
e Posons g:x— f(x+a).Soient x, y € R.

(x,y)eCfc»y:f(x)©y=f(x—a+a)©y=g(x—a)©(x—a,y)ECg.

Or (x—a, y) estle translaté de (x, y) par le vecteur —ai doncC g se déduit de C¢ par translation de vecteur —ai.
e Posons g:x— f(—x).Soient x,y € R.

xNeCreoy=fey=f-x)eoy=g-x) < (-xyeCq.

Or (-x,y) estle symétrique de (x, y) par rapport a I'axe des ordonnées donc Cg se déduit de C ¢ par symétrie par rapport a 'axe des
ordonnées.
¢ Posons g: x— —f(x). Soient x,y € R.

(x,y)ECfc»y:f(x)c»—y:—f(x)@—y:g(x)@(x,—y)ecg.

Or (x,—y) estle symétrique de (x, y) par rapport a I'axe des abscisses donc Cg se déduit de C¢ par symétrie par rapport a I'axe des

abscisses.
Od

3.4 Parité, imparité

—4 Définition 12

Soit D une partie non vide de R. Soit f : D — R. On suppose ici que D est symétrique par rapport a 0, c’est a dire :
VxeD, —xeD.
On dit que f est:

e paire ssi:

VxeD, f(-x) = f(x),

e impaire ssi:
VxeD, f(-x)=—f(x).




—4 Proposition 4

Soit f: D — R. Soit C sa courbe représentative dans le repere du plan (O, 7, 7).
* Si f est paire, alors C est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
On peut alors tracer Cy sur D NR* et on obtiendra toute la courbe en effectuant la symétrie par rapport a
I'axe des ordonnées.
* Si f estimpaire, alors Cy est symétrique par rapport a I'origine.
On peut alors tracer Cy sur D NR* et on obtiendra toute la courbe en effectuant la symétrie par rapport a
I'origine.

Preuve.

* Supposons f paire.

Soit x € D, soit y € R.

(x,¥) ECf sy=foy=fl-x)e(-x7y ECf.

Or (-x, y) est le symétrique de (x, y) par rapport a I'axe des ordonnées donc Cy est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
» Supposons f impaire.

Soit x € D, soit y € R.

(x,3) ECf sy=fey=—-f(-x)o-y=f(-x) o (-x,-y) €Cf.

Or (—x, —y) estle symétrique de (x, y) par rapport a I'origine donc C r est symétrique par rapport a I'origine.

Remarque:
« Il ne faut pas confondre la parité des fonctions et celle des nombres entiers. C’est le contexte qui permet de savoir de
quelle parité il s’agit.
* Si f est une fonction impaire et si 0 € D alors f(0) = 0. En effet, on a f(-0) = — f(0) donc f(0) = 0.
Lensemble D = R est symétrique par rapport a 0, dans ce cas on peut donc "oublier" de vérifier que Vxe D, —x e D.
fr R - R
x — x3+1
f(0)=1donc f(0) #0 et f n'est pas paire car f(1) =2, f(-1) =0donc f(1) # f(-1).
« Pour montrer un résultat sur toutes les fonctions, on ne peut pas faire uniquement les cas des fonctions paires et des
fonctions impaires.

¢ Une fonction peut n’étre ni paire, ni impaire. Par exemple, posons . f est n'est pas impaire car

IV Logique

4.1 Propositions logiques

—4 Définition 13

e Une proposition est un énoncé qui est soit vrai soit faux, les deux cas s’excluant mutuellement.

o Une table de vérité est un tableau qui indique si une propriété est vraie ou fausse.

—4 Définition 14

Soient P et Q deux propositions.
« non P, appelée négation de P, est une proposition qui est vraie lorsque P est fausse et fausse lorsque P est
vraie;
e P et Q est une proposition qui est vraie lorsque P et Q sont toutes les deux vraies, fausse dans tous les
autres cas;

e P ou Q est une proposition qui est vraie lorsque 'une au moins des propositions P ou Q est vraie, fausse
dans I'unique cas o1 P et Q sont fausses.

Remarque:
« La table de vérité correspondant a ces propositions est :

P|Q| nonP | PetQ| PouQ
VIV F v Vv
VI|F F F 14
F |V 1% F %4
F | F \%4 F F




 Le "ou" mathématique est inclusif contrairement au "ou" utilisé dans la langue francaise.
* Les mots "ou" et "et" sont considérés comme des symboles mathématiques, ils peuvent donc étre utilisés dans les phrases
logiques.

Proposition 5 : Distributivité }

Soient P, Q et R trois propositions.
. ((P et Q) ou R) est équivalente a ((P ouR) et (Qou R)).

o ((P ou Q) et R) est équivalente a ((P et R) ou (Q et R)).

Preuve.
Plo|R]Pet0Q ((P etQ) ouR) PouR | QouR ((P ou R) et (Q ou R)]
Vv iv] v v v v v
VIV|F| V v % % v
VIF|V]| F v % % v
VIF|F| F F v F F
FlVv| V]| F v v % v
FIV|F| F F F % F
F|F|V]| F v 7 v v
F|F|F| F F F F F

Les tables de vérité de ((P et Q) ou R] etde [(P ou R) et (Q ou R)) sont égales ainsi les deux propositions sont équivalentes.

On montre de méme que ((P ou Q) et RJ est équivalente a ((P et R)ou (Qet R)).

O
—{ Proposition 6 : Négation des connecteurs logiques }
Soient P et Q deux propositions.
e non (P ou Q) est équivalente a ((non P) et (non Q)).
e non (P et Q) est équivalente a ((non P) ou (non Q))
¢ non (non P) est équivalente a P
Preuve.
P | Q| PouQ | non(PouQ) ((non P) et (non Q))
VIV |4 F F
V| F |4 F F
F |V |4 F F
F | F F |4 |4
Les tables de vérité de non (P ou Q) et de ((non P) et (non Q)) sont égales ainsi les deux propositions sont équivalentes.
On raisonne de méme pour les autres points. a

4.2 Implications et équivalences

—{ Définition 15 : Implication }

Soient P et Q deux propositions.

On note P = Q la proposition ((non P)ou Q).
Le connecteur = est appelé implication et P = Q se lit « P implique Q »

—{ Définition 16 : Equivalence }

Soient P et Q deux propositions.
On note P < Q la proposition (P = QetQ= P).
Le connecteur <= est appelé équivalence et la proposition P <= Q se lit « P équivaut a Q ».




A Les symboles = et < ne sont pas des abréviations mais des symboles mathématiques.
On ne peut les utiliser que dans des phrases mathématiques.
La seule abréviation que 'on utilise est ssi pour : si et seulement si.

Proposition 7 : Négation d’'une implication }

Soient P et Q deux propositions.
non (P = Q) est équivalente a (P et (non Q))

Preuve. non (P = Q) est équivalente a ( non ( non P ou Q)), c’est-a-dire [ non (non P) et (non Q)],

qui est donc équivalente a (P et (non Q)).

—‘ Définition 17

Soient P et Q deux propositions.
e On appelle réciproque de I'implication P = Q, I'implication Q = P.

e On appelle contraposée de I'implication (P = Q), I'implication (non Q = non P)

—{ Proposition 8 : Contraposition }

Soient P et Q deux propositions. Limplication P = Q et sa contraposée (non Q =non P) sont équivalentes.

Preuve. (non Q =non PJ est équivalente a non (non Q]ou non P, c’est-a-dire a Q ounon P, soit P = Q.

—4 Définition 18

Soient P et Q deux propositions.
¢ On dit que P est une condition suffisante pour Q ssi P = Q.
¢ On dit que P est une condition nécessaire pour Q ssi Q = P.
e On dit que P est une condition nécessaire et suffisante pour Q ssi P < Q.

Méthode 6 : Preuve d'une implication

Soient P et Q deux propositions. Pour montrer que P — Q, on peut utiliser les méthodes suivantes :
» Raisonnement direct : On suppose que P est vraie et on montre que Q est vraie.
« Raisonnement par contraposée : On suppose que Q est fausse et on montre que P est fausse.
« Raisonnement par 'absurde : On suppose que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contra-
diction.

> Exemple 8: Soit x € R. Montrer que :
x=20=x*+x=0.

On utilisera trois méthodes de raisonnement.

> Exemple 9: Soienta,b,c,deRtelsquea<betc<d.

Montrer que :
a+c=b+d=a=betc=d.

Méthode 7 : Preuve d’'une équivalence

Soient P et Q des propositions.
Pour montrer que P < Q, on procede, dans les cas compliqués, par double implication. On montre alors sépa-

rément que
P=Qetque Q=P

> Exemple 10: Soient a, b € R, montrer que :

(VxeR,ax+be*=0)oa=b=0.

10



V Monotonie

5.1 Monotonie d’'une suite

—‘ Définition 19

On dit qu’une suite () zen €St :

e croissantessi: VneN, u, < u,, .

o décroissantessi:VneN, u; = uyiq.

e monotone ssi elle est soit croissante soit décroissante.

e strictement croissante ssiVneN, u, < u;+1.

e strictement décroissante ssi: VneN, u; > u;.1.

¢ strictement monotone ssi elle est soit strictement croissante soit strictement décroissante.

e constantessi: VneN, u,+1 = uy,

ssi:dceR,VneN, u, =c.

e stationnaire ssi elle est constante a partir d'un certain rang
ssi:ANeN,Vn=N, up+ = uy
ssi:dceR,ANeN,Vn=N, u, =c.

Méthode 8

Pour étudier la monotonie d'une suite (u,), on peut étudier le signe de :

Up+1 — Up.

> Exemple 11: On considére la suite (u,) définie par :

up>0etvVneN, uy =/ u3+1.

Etudier la monotonie de (uy).

5.2 Monotonie d’'une fonction

—4 Définition 20

Soit D une partie non vide de R. Soit f: D — R. On dit que f est:

e croissante ssi:
Vx,yeD, x<sy = f(x) = f(»)

e décroissante ssi :
Vx,yeD, x<y = f(x) = f(y)

e strictement croissante ssi :
Vx,yeD, x<y = f(x)< f(y)

e strictement décroissante ssi :
Vx,yeD, x<y = f(x)> f(y)

¢ (strictement) monotone ssi elle est (strictement) croissante ou (strictement) décroissante.
¢ constantessi:Vx,yeD, f(x) = f(y)
ssi:dceR,VxeD, f(x)=c.

11



—4 Proposition 9

Soit D une partie non vide de R. Soit f: D — R. Soit f une fonction strictement monotone. On a:

« si f est strictement croissante :
Vx,yeD, x<y < f(x) < f(y)

et
Vx,yeD, x<y < f(x) < f(y),

e si f eststrictement décroissante :
Vx,yeD, x<y < f(x)> f(y)

et
Vx,yeD, x<y < f(x)= f(y).

Preuve. Supposons f strictement croissante.
o Par hypotheése, ona:
Vx,yeD, x<y = f(x) < f(3).
» Soient x, y € D. On suppose que f(x) < f(3).
- six> yalors, comme f est strictement croissante, on a f(x) > f(y) ce qui est absurde. Donc x < y.
- six=y,ona f(x) = f(y) (par définition d'une fonction) ce qui est absurde. Donc x < y.
Ainsi :
Vx,yeD, fx) < f(y) = x<y.
e Donc:
Vx,yeD, x<y < f(x) < f(y.
e Soient x,y € D.On suppose x < y.Onalors x< youx=y.
— Six <y, alors comme f est strictement croissante f(x) < f(y) donc f(x) < f(y).
- Six=y,alors f(x) = f(y) donc f(x) < f(y).
Dans tous les cas f(x) < f(y) donc:
Vx,yeD, x<y = f(x) < f().
« Soient x, y € D. On suppose que f(x) < f(3).
Si x > y alors, comme f est strictement croissante, on a f(x) > f(y) ce qui est absurde. Donc x < y.
Ainsi :
Vx,yeD, fx) < f(y) = x<y.
¢ Donc:
Vx,yeD, x<y < f(x) < f(y).

VI Systémes linéaires

6.1 Préliminaires

La résolution d’équation est un des rares cas oll on pourra introduire des équivalences. En effet, quand on résout une
équation, on cherche ’ensemble des solutions c’est-a-dire on cherche a connaitre les éléments qui sont solution et également
ceux qui ne le sont pas. On doit donc considérer les cas o1 'équation est vérifiée et ceux ou elle n’est pas vérifiée.

Par exemple, si on cherche a résoudre I'équation 2x + 3 =9 d’'inconnue x € R. On peut écrire :
soit x € R,

2x+3=9<=2x=6.

On n’a pas considéré qu’on avait 2x + 3 = 9, cette propriété peut étre vraie ou fausse. Par contre, elle a bien la méme vérité
que 2x =6.

En conclusion, lorsque c’est possible, les équivalences sont adaptées a la résolution d’équations et également d’'inéqua-
tions.

12



6.2 Généralités

—4 Définition 21

 On appelle équation linéaire a p inconnues une équation de la forme a; x; +--- + a,x, = b, d'inconnues
X1,...,Xp ERetou ay,...,ap, beR.

e On appelle systéme linéaire a n équations et p inconnues tout systeme de la forme :

aj X1+ +ayLpXy = by

ap1X1+-+dp pXp = b
(S) .

Ap1 X1+ +appXp = by

Pour tout (i, j) € [1,n] x [1, pl, les x; € R sont les inconnues du systéme, les a; ; € R sont les coefficients
du systéme, et les b; forment le second membre du systeme. On appelle solution de (S) tout p-uplet
(x1,..., Xp) € RP vérifiant les n équations de (S).

—4 Définition 22

On appelle opération élémentaire sur les lignes d'un systeme 'une des trois opérations suivantes :

o multiplication d'une ligne L; par un réel A non nul (1 € R*) ce que 'on note L; — AL;,
 échange deslignes L; et Lj avec i # j ce que'onnote L; < Lj,
e ajoutdeALjalL;aveci# jetleRcequelonnote L; — L; +AL;.

—4 Proposition 10

En effectuant des opérations élémentaires sur un systeme, on obtient un systeme équivalent, c’est-a-dire un
systeme ayant le méme ensemble de solutions.

Remarque: Les opérations élémentaires admettent toutes une opération réciproque, c’est pourquoil’ensemble des solutions
est conservé. Lopération réciproque de :
1
e L —ALjestL; — ZL,',
e Li—LjestL;—Lj,
o Li—1L; +7LL]' estL; —L; —/'le.

Remarque : Dans les cas particuliers de systemes linéaires a deux ou trois inconnues, I’ensemble des solutions s’interprete
géométriquement comme une intersection de droites ou de plans. Ainsi, 'ensemble des solutions peut étre :

« vide : pas de solution,

e réduit a un point : une solution unique,

 une droite : une infinité de solutions, avec un parametre,

e un plan : une infinité de solutions, avec deux parametres,

» I'espace entier : une infinité de solutions, avec trois parametres.

6.3 Algorithme du pivot de Gauss

Le but de I'algorithme du pivot de Gauss est de faire des opérations élémentaires sur un systeme de facon a obtenir un
systéme plus simple a résoudre. Les étapes sont les suivantes :

 on choisit une équation faisant apparaitre la premiére inconnue,
« en effectuant un échange, on place cette équation sur la premiere ligne,

« on effectue des opérations de la forme L; — L; + AL; afin d’éliminer la premiere inconnue dans toutes les autres équa-
tions,
» on répéte ces opérations en ne considérant plus ni la premiere ligne, ni la premiére inconnue.
Lobjectif est d’obtenir, sur les premiéres lignes, un début de forme triangulaire et, éventuellement, sur les dernieres
lignes, des termes nuls.

> Exemple 12: Résoudre le systéme d’inconnues x,y,z€ R :

x+y-z =1
(S) 2x+y+z =
x=-3y+2z = 0
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> Exemple 13: Résoudre le systéme d’inconnues x,y,z€R:

xX+y+3z = 5
(S x-y-z =1
x+z = 3

> Exemple 14: Soient a, b € R, résoudre le systeme d’inconnues x, y e R :

x+2y
(S){ ax+3y =

1

> Exemple 15: Soit a € R, résoudre le systeme d’inconnues x,y,z€R:
2x+y-3z=a

(84 3x+2y+z=a+3
7x+4y—-5z=2a+5

VII Principe de récurrence

—{ Théoreéme 1 : Principe de récurrence }

Soit np € N, soit P(n) une proposition dépendant de n € N tel que n = ny.
Si:
e P(np) est vraie,

e Yn=ny, P(n)= P(n+1);
alors pour tout n = ny, P(n) est vraie.

Preuve. Supposons que :
e P(np) est vraie,
e Vn=ng, P(n)= P(n+1).
Supposons également qu'il existe n = ng tel que P(n1) soit fausse.

Soit Al'ensemble des entiers n = ng tel que P(n) soit fausse.

Comme n; € A, alors A est une partie non vide de N, ainsi A admet un minimum que 'on note N.
Comme P(ng) est vraie, alors ng € A donc N # nyp, ainsi N > ng.

De plus, N — 1= ng et, par minimalité de N, N—-1¢ A.

Donc P(N - 1) est vraie.

Ainsi, par hypothese, P((N — 1) + 1) est vraie, c’est-a-dire P(N) est vraie.

Or N € A, on obtient donc une contradiction.

Ainsi, pour tout n = ng, P(n) est vraie.

Méthode 9 : Rédaction d’une preuve par récurrence

e Pour n=ngp,ona...donc...(le résultat est vrai au rang ny).

 Soit 1 = ny, supposons que .. .(le résultat est vrai au rang n).
Ona...donc...(le résultat est vrai au rang n +1).

« Ainsi, par récurrence, on a ...(conclusion).

> Exemple 16: Montrer que :
vneN,3keN, n® +5n=6k.

VIII Suites arithmétiques, suites géométriques, suites arithmético-géométriques

8.1 Suites arithmétiques, suites géométriques

—4 Définition 23

On dit qu'une suite (#y) zen €St :

o arithmétique ssiil existe re Rtel que: VneN, upt1 =u,+r.
r est appelé raison de la suite.

o géométrique ssiil existe ge Rtelque: VneN, uyy1 = quy.
g est appelé raison de la suite.
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—4 Proposition 11

Soit ng € N.
e Si (Un)n=n, est arithmétique de raison r € R alors :

Vn=ng, Un = Upy + (n—ng)r.
* Si (Up)n=n, est géométrique de raison g € R alors :

V= ng, Unp=Upyg" ™.

Preuve.
¢ Supposons que (i5) n>n, soit arithmétique de raison r € R. On raisonne par récurrence.
- Pourn=ng,ona: up,+(n—np)r = un, = up.
- Soit n = ng. Supposons que iy, = Up, + (n—ng)r.
Onaupi1=uUn+r=up,+(M—ng)r+r=1up, +(n+1-ng)r.
— On a donc prouvé par récurrence que :
Vn=ng, Up = Upy + (n—no)r.
¢ Supposons que (i5) n>n, Soit géométrique de raison g € R. On raisonne par récurrence.
- Pour n=np,ona: up,q" ™ =
- Soit n = ng. Supposons que u, = Up,q
Onaupiy = qun=q.unyq" "™ = upyq
— On a donc prouvé par récurrence que :

Unpy = Un.
n—no

n+l-nyp

Yn=ng, up = Unyq" " "".

—‘ Corollaire 1

o Si (Un)nen est arithmétique de raison r € R alors :
VneN, u, =uy+nr.
o Si (up)nen est géométrique de raison g € R alors :

VneN, u,=up.q".

> Exemple 17: On pose:
ug=5VvneN, uy1 =2u,—(n+1),

VneN,v,=u,—n-2.

Déterminer le terme général de la suite (u,,).

8.2 Suites arithmético-géométriques

Définition 24

On dit qu'une suite (u,),en est arithmético-géométrique ssi il existe a,b e Rtels que : VneN, u,4 = au, +b
aveca#letb#0.

Méthode 10
Soit (u,) une suite arithmético-géométrique : il existe a,b € R tels que : Vn e N, u,4) = au, + b avec a # 1 et
b #0.

e Onchercheltelquel=al+b.

e Onaalors:VneN, u,; —1=a(u,—1). Doncenposant: VneN, v, = u, — [, lasuite (v,,) est géométrique

de raison a.
e Onaalors:VneN, v, = vg.a”".
e Onendéduit: VrneN, u, = vg.a™ + 1.

> Exemple 18: Onpose:uyy=1etVneN, uyi; =—-u,+1.
Déterminer le terme général de la suite (u,,).
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IX Fonctions périodiques

—4 Définition 25

Soit D une partie non vide de R. Soit f: D — R.
e Soit T € R*. On dit que f est T-périodique ssi

VxeD,x+TeDet f(x+T)=f(x).

On dit alors que T est une période de f.
 f estdite périodique ssi existe T € R* tel que f soit T-périodique.

—‘ Proposition 12

Soit T € R*, soit D une partie non vide de Rtelleque: Vx €D, x+ T € Det x—T € D, soit f € F(D,R) une fonction
T-périodique. On a:
VneZ NYxeD,x+nTeDet f(x+nT) = f(x).

Preuve.
e Montronsque:VneN,VxeD, x+nTeDet f(x+nT)= f(x).
- Pourn=0.SoitxeD,onax+nT=xeDet f(x+nT) = f(x).
— SoitneN. Supposons que:VxeD, x+nTeDet f(x+nT) = f(x).
SoitxeD,ona:x+nTeDdonc (x+nT)+TeDainsix+(n+1)T €D.Deplus:

fx+n+1DTD)=f((x+nT)+T)=f(x+nT) car f est T-périodique,

= f(x) parhypothese de récurrence.

- Dong, par récurrence :
VneN,VxeD,x+nTeDet f(x+nT) = f(x).
e Montronsque:VneN,VxeD, x—nTeD.
— Pourn=0.SoitxeD,onax—nT=xeD.
— Soit ne€N. Supposons que: VxeD, x—nTeD.
SoitxeD,ona:Onax—-nTeDdonc(x—nT)-TeDainsix—(n+1)TeD.
— Donc, par récurrence :
VneN,VxeD,x—nTeD.
e Onadonc:VnezZ *,V¥xeD,x+nTeD.
Soient n€ Z7* et x€ D.Ona —n € N et x+nT € D donc, d’apres le premier point : f((x+nT)+ (-n)T) = f(x+ nT). Ainsi :
f)=f(x+nT).Donc:
VneZ *,VxeD,x+nTeDet f(x+nT) = f(x).

e Onadonc:
VnezZ,VxeD,x+nTeDet f(x+nT) = f(x).

—4 Proposition 13

Soit T € R*, soit D une partie non vide de R telle que: Vxe D, x+ T e Det x— T € D, soit f € F(D,R) une fonction
T-périodique. Soit Cy sa courbe représentative dans le repére du plan (O, i, j).

Si f est T-périodique, avec T € R**, alors Cy est invariante par translations de vecteur —T i
On peut alors tracer C £ sur Dn ], ou J est un intervalle de longueur T, et on obtiendra toute la courbe en effec-

tuant les translations de vecteurs kT i , k€ Z.
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X Autres principes de récurrence

10.1 Récurrence a plusieurs niveaux

—{ Proposition 14 : Principe de récurrence double }

Soient ny € N et P(n) une proposition dépendant de n € N tel que n = ny.
Si:
e P(ng) et P(ny+ 1) sont vraies,

e VYn=ny, (Pn)etP(n+1)) = P(n+2);
alors pour tout n = ny, P(n) est vraie.

Méthode 11 : Rédaction d’'une preuve par récurrence double

e Pour n=ngp,ona...donc...(le résultat est vrai au rang np).
e Pourn=np+1,ona...donc...(le résultat est vrai au rang ng + 1).

¢ Soit n = ny, supposons que ...(le résultat est vrai auxrangs n et n+1).
Ona...donc...(le résultat est vrai au rang n +2).

« Ainsi, par récurrence double, on a ...(conclusion).

2
u
> Exemple 19: Onpose:uy=1,u; =2etVneN, u, = n+l

Un

Montrer que: VrneN, u, =2".

Le principe de récurrence double se généralise a un nombre quelconque de niveaux.

—{ Proposition 15 : Principe de récurrence a p niveaux }

Soient ny €N, p € N* et P(n) une proposition dépendant de n € N tel que n = n.
Si:

e P(ngp),P(ng+1),...P(ng+ p—1) sont vraies,

e Vn=ng, (P(n)et..etP(n+p-1)) = P(n+p);
alors pour tout n = ny, P(n) est vraie.

Méthode 12 : Rédaction d’'une preuve par récurrence a p niveaux

e Pour n=ngp,ona...donc...(le résultat est vrai au rang np).
o “e
e Pourn=np+p-1,0ona...donc...(lerésultat est vrai au rang ng + p — 1).

 Soit n = ny, supposons que ...(le résultat est vrai auxrangs n,n+1,...,n+p—1).
Ona...donc...(le résultat est vrai au rang n + p).

 Ainsi, par récurrence a p niveaux, on a ...(conclusion).

> Exemple 20: Onpose:uy=0,u; =3, up=—-12etVneN, uyi3 =2uUpt2 — Up.
Montrer que pour tout n € N, u, est un entier relatif multiple de 3.

10.2 Récurrence finie

—{ Proposition 16 : Principe de récurrence finie }

Soient ng € N, N > ny et P(n) une proposition dépendant de n € [[ng, N].
Si:
e P(np) est vraie,

e VYne(ng, N—-1]J, P(n) = P(n+1);
alors pour tout n € [[ny, NJ|, P(n) est vraie.
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Méthode 13 : Rédaction d’'une preuve par récurrence finie

e Pour n=ng,ona...donc...(le résultat est vrai au rang np).

* Soit n € [[ng, N — 1], supposons que ...(le résultat est vrai au rang n).
Ona...donc...(le résultat est vrai au rang n + 1).

« Ainsi, par récurrence finie, on a ...(conclusion).

—{ Proposition 17 : Principe de récurrence finie descendante }

Soient ng, N € N, tels que N > ng et P(n) une proposition dépendant de n € [[ng, N].
Si:
e P(N) est vraie,

e Vne[nyg+1,N], P(n)= P(n-1);
alors pour tout n € [[ng, NI, P(n) est vraie.

10.3 Récurrence forte

—{ Théoréme 2 : Principe de récurrence « forte » }

Soit ng € N, soit P(n) une proposition dépendant de n € N tel que n = ny.
Si:

e P(np) est vraie,

.« Ynzng, (Vkelno, n]],P(k)) — P(n+1);
alors pour tout n = ny, P(n) est vraie.

Méthode 14 : Rédaction d’'une preuve par récurrence forte

¢ Pour n=ngp,ona...donc...(le résultat est vrai au rang ny).
¢ Soit n = ny, supposons que pour tous k € [ng, n] ...(le résultat est vrai aux rangs k, k+1,...
Ona...donc...(le résultat est vrai au rang n + 1).

, ).
¢ Ainsi, par récurrence forte, on a . ..(conclusion).

u2ﬂ si n est pair,
2
u

o) : . = = . . . .
Exemple 21: Onpose:uy=1letVneN, u, { 3 2”;1 si 7 est impair.

2
Montrer que: VreN, u, =3".

> Exemple 22: Onpose:up=1etVneN, uyi1 = U+ Uy +-+-+ Up.
Montrer que : Vn € N*, u, =21,

XI Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

—4 Proposition 18

Soient a € R, b € R*. On consideére la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

VReN, uyio = auye1 +buy,. (%)

Léquation r?> — ar — b = 0 est appelée équation caractéristique.
¢ Sil'équation caractéristique admet deux solutions distinctes ry, 12 € R, les suites vérifiant (*) sont de la

forme :
VrneN, u, =Ar!'+ur}, A, ueR.

 Sil’équation caractéristique admet une solution double r € R, les suites vérifiant (*) sont de la forme :

VneN, up=A+um)r™*, L, ueR.

Preuve. « Supposons que I'équation caractéristique admette deux solutions distinctes rq, 2 € R.
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— Soient A, u € R, posons: VneN, u, = Arln + przn et montrons que :

VneN, uyo = aupy + buy.

Soit neN,
+1 +1
Aups1+buy=aAr]™ +urd )+ bAr + pr))
=Arl'(ar1 +b) +prj) (ary + b)
=Ar s +urltrscarri —arp—b=0etrs —ar,—b=0,
Arfr . car - any - b=0et - ara ~b=0
n+2 n+2
=Ar] "y
=Un+2.
Ainsi :

VneN, upio = aup1 + buy.

— Réciproquement, montrons que si: VrneN, u,4+2 = auy+1 + buy, alors, il existe A, p € R tels que :
VneN, up=Ar{' +prj.

* Montrons qu’il existe A,y € Rtels que ug = A+ pet uy = Ary + purs.

Ona:
upg = A+p - A+p = ug
Uy = Arp+umn Ary+pure = up
A+ = Uy
Q{ © 0
ulre=r) = w-rnu Lyx—Ly—-nl;
/1+/.t = U
@{ wm-ruy Carry#rp
r2—n
uy—nug Upra—uh
= U)y— ——— = o ——
< _ ul—rluroz n 2mn
b= r2—r1
Posons :
Uprz — Ul Uy —riup
A= etu= .
rp—rn r2—T1

Onaalors: ug =A+petu; =Ary +purs.
* Montrons, par récurrence double que :

VYneN, uy =Ar{' +ury.
- Pour n =0, par constructionde A et y,ona:
u0:1+u=/1r?+urg.
- Pour n =1, par constructionde A et y,ona:
=2 _ 1 1
1=Ary+pury = Ary +pury.

- Soit n €N, supposons que : 1y = Arl' + ur et upq = Arf 4 pritl,

Up+2 = AUp+1 +buy
= a4 pr Y £ AR + prdh)
= Ar{'(ary + b) + pr}(ars + b)
= /lrf.rf +,ur2".r22 car r% —arj-b=0et r22 —ar,—-b=0,
_ n+2 n+2
=Ar; " +pur,
- Ainsi, par récurrence double :
VYneN, up=Ar" +pur).
— On a donc montré que les suites vérifiant : Vn € N, uy4+2 = auy+1 + buy, sont les suites de la forme Vrn e N, u;, = 7Lr1" + ,ur2”,
ALUEER.
Supposons que 'équation caractéristique admette une solution double r € R.

- Soient A, u € R, posons: VneN, u, = (A +un)r™ et montrons que :

VneN, up+2 = aupy1 + buy.
Soit n €N,

Auns1 +buy = aA+pn+1)r"+!

+bA+un)r"

=Ar'"(ar + b) + ur* (n+1)ar + nb)

=Ar'"(ar + b) + unr’(ar + b) + ur".ar
=Ar" 2 +unr™r? + ur.ar car r’ —ar-b =0,

=Ar" 2 4 yunr™? 4+ ur.ar.
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Or, comme r est racine double : r = —_7“ = %, ainsi ar = 2r.r = 2r% donc:

n+2 n+2 + 2rn+2

aupe1 +buy = Ar'"c + unr n+2,

=A+un+2)r
Ainsi :
VneN, upt+2 = aups1 + buy.
— Réciproquement, montrons que si: VneN, u,42 = auy+1 + buy, alors, il existe A, y € R tels que :

VneN, up=QA+unr”,

* Montrons qu'il existe A, ueRtelsque ug=Aetu; =(A+pr.

Ona:
u = A N A= u
up = A+wr A+wr = wu
Si r =0, comme r est racine de r2—ar-b= 0, alors b =0 ce qui est absurde, donc r # 0. Ainsi :
uy = A A = up
{ u = A+wr o{ po= H-ug

Posons :
ui
A=upetpy=——up.
r

Onaalors:ug=Aetu; =A+pr.
* Montrons, par récurrence double que :

VneN, up=A+un)r™.
- Pour n =0, par constructionde A et y,ona:
up=A=A+p0)r
- Pour n =1, par constructionde A et y,ona:
up=A+pr= ()L+,u.1)r1.
. Soit n €N, supposons que : uy = (A +pun)r'* et uyr1 = A+ p(n+1)r*+L
Un+2 = AUp+1 +bup

n+l

=aA+pun+)r" "+ bA+un)r

=Ar'"(ar + b) + ur" (n+1)ar + nb)

=Ar'"(ar + b) + unr™(ar + b) + ur".ar

=A™ +unr™.r? v ur.ar car ¥ —ary —b=0et rs —ary — b =0,
=Ar™2 s unr™2 4y ar

=Ar"2 4 ynr™? 4 ur 2r? carr = (2—1,

= A+ p(n+2)r’**?
- Ainsi, par récurrence double :

VneN, up=A+unr”.
— On a donc montré que les suites vérifiant : Vrn € N, upy12 = auy+1 + buy, sont les suites de la forme VreN, u, = (A+un)r”,

LUER.
Od
> Exemple 23: Onpose:uy=—-1,u;=0etVneN, uyi2 =3uUp+1 —2Uy.
Déterminer le terme général de la suite (u,).

> Exemple 24: Onpose:uy=0,u; =—-1etVneN, uyip = —2Upt1 — Uy.
Déterminer le terme général de la suite (u,).

XII Raisonnement par analyse-synthese

Méthode 15 : Raisonnement par analyse-synthése

Le raisonnement par analyse-synthese permet de :
» déterminer '’ensemble des objets vérifiant une propriété P,
« faire une preuve d’existence,

« faire une preuve d’existence-unicité.
On raisonne en deux temps.
Analyse : on suppose qu'une solution du probléme existe et on essaie de déterminer des renseignements sur
cette solution.
Syntheése : on examine toutes les hypothétiques solutions trouvées dans la premiere partie et on détermine si
elles vérifient bien la propriété souhaitée.
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> Exemple 25: Résoudre I'équation d'inconnue x e R:

X=V6+x.

> Exemple 26: Montrer que :
+1

VJ/“ZR\{I},EIxEIR\{l},y:%

o> Exemple 27: Soit f € F(R,R), montrer que :
(g NePR)xIM), f=g+h,

ol P(R) désigne 'ensemble des fonctions paires sur R, Z(R) désigne 'ensemble des fonctions impaires sur R et (g, h) €
P(R) x Z(R) signifie que g € P(R) et h € Z(R).
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