Chapitre 2 : Etude de fonctions, fonctions logarithmes,
exponentielle et puissances

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.
Les résultats généraux sur la continuité et la dérivabilité seront prouvés ultérieurement.

I Continuité

—‘ Définition 1
Soit D une partie de R.
Soit f:D—RetaeD.
On dit que f est continue en a si et seulement si :

lim f(x) = f(a).

On dit que f est continue sur D si et seulement si f est continue en tout point de D.

Remarque:
» La continuité est avant tout est une notion locale : on étudie le comportement de la fonction au voisinage d'un point.

o Linterprétation de la continuité disant que "la courbe est obtenue sans lever le crayon" n’est vraie que sur les intervalles
. . I : RT - R . . . .
(parties de R "en un seul morceau"). Ainsi, la fonction inverse f + 1 est continue sur R* méme si on doit

P
"lever le crayon" en 0. Le point 0 pose un probléme de définition mais pas un probléme de continuité.
En pratique, on justifie la continuité d'une fonction par des opérations sur des fonctions continues. Il est vrai qu'une

fonction dérivable est continue mais il est inutile d’utiliser cet argument dans les cas pratiques.

—4 Proposition 1

Soient D, et D, des parties de R.

e Soient f: D; — Ret g: D; — R deux fonctions continues sur D;. Soient A, it € R.
Les fonctions A f + g (combinaison linéaire de f et g) et fg (produit de f et g) sont continues sur D;.

Si, de plus, g ne s’annule pas sur Dy, la fonction = (quotient de f et g) est continue sur D;.
g

» Soient f: D; — R une fonction continue sur D; et g: D, — R une fonction continue sur D, telles que pour
tout x € Dy, f(x) € D,.
La fonction go f est continue sur D;.

Formule 1

Fonction f: x— | Ensemble de continuité

x", neN R
x", nezZ™* R*
VX Rt




II Dérivation

2.1 Définition

—‘ Définition 2

On dit que f : I — R est dérivable en a € I ssi le taux d’accroissement x — admet une limite finie

fx) - fla
x f—
quand x tend vers a. On appelle alors dérivée de f en a et on note f’(a) cette limite :

o . - fla)
f(a)—hm—x_a .

X—a
On dit que f est dérivable sur I ssi f est dérivable en tout point de I, et on définit la fonction dérivée de f, notée
f', par:
I - R
x = fl0-

Remarque:Ona:
Jim L9 =@ _ f'(a) et lim(a+h) = a.
x—a xX—a h—0
Ainsi, par composition des limites :
lim fla+h) - f(a)

h—0 h =f@.

Proposition 2

Si f: I — Restdérivable en a € I, alors le graphe de f admet une tangente au point (a, f(a)), d’équation :

y=fla)+f'(@x-a).

2.2 Premieres dérivées usuelles

Formule 2
Fonction f:x— | Dérivée f': x— | Ensemble de validité
x", neN* nx" 1 R
\/} L R+*
2Vx
1 1 i
X x2

2.3 Opérations sur les dérivées

—{ Proposition 3 : Opérations sur les fonctions dérivables }

Soient f: I — Ret g: I — R deux fonctions dérivables sur I et 1 € R. Alors f + g, (Af), f g sont dérivables sur I et

si g ne s’annule pas sur I, — est dérivable sur I avec
§

(f+g)'=f+g  AP'=Af (@) =fg+f¢ (1) g (z)’zf’g—fg’

g g?




—{ Proposition 4 : Dérivée d'une fonction composée }

Soient I et J deux intervalles de R non vides et non réduits a un point.
Soient f: I — R une fonction dérivable sur I et g: ] — R une fonction dérivable sur J telles que pour
tout xe I, f(x) € J. Alors go f est dérivable surlet:

vxel, (go () =f(x).8'(f(x).

Remarque : Cette proposition est le résultat général de composition. Il permet de retrouver les cas particuliers classiques.

Soit u une fonction dérivable a valeurs dans R, soit n € N*, alors u" est dérivable et :

W' =nu' .u" .

On a appliqué la proposition précédente a: g: x— x" et f = u.
e Soit u une fonction dérivable a valeurs dans R**, alors \/u est dérivable et :

o U
(Vu) _2\/7

On a appliqué la proposition précédente a: g: x— y/xet f = u.

1
¢ Soit © une fonction dérivable a valeurs dans R*, alors — est dérivable et :
u

1Y u
-5
On a appliqué la proposition précédente a: g: x — % et f=u.
» Soit g une fonction dérivable sur R, soient a, b € R. La dérivée de h: x — g(ax+ b) est:
K :x— ag'(ax+D).
On a appliqué la proposition précédentea: f: x — ax+ b.

2

> Exemple 1: Posons f:x— . Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée de f.

x2+1

2.4 Dérivées d’ordre supérieur

—4 Définition 3

Soit f: I —R.
e Onpose fO = f.
« Soit k € N. On suppose que la fonction f® : I — R existe et qu’elle est dérivable sur I. On note alors f*+1)
la fonction dérivée de ), c’est a dire : &+ = (£R)’,
Soit € N, si la fonction f”": I — R existe, on dit alors f est n fois dérivable sur I et la fonction f est appelée
dérivée n-iéme de f sur I.
On dit que f est indéfiniment dérivable sur I si f est n-fois dérivable sur I pour tout n € N.

Remarque:
 Cette définition permet de ne par écrire trop de symboles "prime". On a:

f(l) — f,, f(2) — er f(3) — f///’ f(4) =f””;

o Il ne faut pas confondre f” qui désigne la puissance 7 et £ qui désigne la dérivée n-ieme.

> Exemple 2: Soit f:R — R, x — x?. Calculer f" pour neN.

—4 Définition 4

Soit f': I — R une fonction.

e Pour n € N*, on dit que f: I — R est de classe C" sur I ssi f est n-fois dérivable sur I, et f est continue
sur I.
On note C"(I) ou C"(I,R) 'ensemble des fonctions de I dans R de classe C".

e Onditque f: I — Restde classe C* sur I ssi pour tout n €N, f estde classe C” sur I.
On note C*°(I) ou C*°(I,R) I'’ensemble des fonctions de I dans R de classe C°.

Remarque : En particulier, une fonction de classe C! est une fonction dérivable dont la dérivée est continue.



2.5 Lien avec la continuité

Proposition 5

Si f: I — R est dérivable sur I, alors elle est continue sur I.

Remarque:
o Laréciproque est fausse : la fonction racine carrée est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.
o Si f estde classe C* alors pour tout n € N, f est dérivable et donc est continue.

2.6 Tableau de variations

—{ Proposition 6 : Signe de la dérivée et variations }

Soit f': I — R une fonction dérivable sur I.
 f estconstante ssi f' =0.
e f estcroissante ssi f’ = 0.
e festdécroissante ssi f' <0.
* Si f’ =0 et ne s’'annule qu’en un nombre fini de points alors f est strictement croissante.
« Si f' <0 et ne s’annule qu’en un nombre fini de points alors f est strictement décroissante.

Remarque:
o Lhypothese d’intervalle est fondamentale ici. Par exemple, si f:R* - R, x — %, alors f est dérivable sur R* et :

1
* el _
Vx€|R€,f(x)-—;<0.

Cependant f n'est pas strictement décroissante sur R*. Par contre f est strictement décroissante sur R** et sur R™*
qui sont des intervalles.
 Dans le cas de la stricte monotonie, la dérivée peut s’annuler en un nombre fini de points. Par exemple, posons f:R —
R, x — x3, alors f estdérivable sur Ret :
VxeR, f'(x) =3x°.
Onadonc:
VxeR*, f'(x)>0et f'(0)=0.

On peut donc conclure que f est strictement croissante sur R.

Corollaire 1

Soit f: I — R une fonction dérivable sur I.
* Si f’ >0 alors f est strictement croissante.
e Si f’ <0 alors f est strictement décroissante.

Il Bijectivité
3.1 Généralités
—{ Définition 5 : Bijection }

Soient A et B deux parties non vides de R. Soit f: A — B.
On dit que f est bijective ou que f est une bijection ssi :

VyeB, Axe A, y=f(x),

c’est-a-dire ssi tout élément de B admet un unique antécédent par f (dans A).

—{ Définition 6 : Bijection réciproque }

Soient A et B deux parties non vides de R. Soit f : A — B une bijection.
On appelle bijection réciproque de f et on note f~! la fonction de B dans A qui, a tout élément de B, associe
son unique antécédent par f (dans A).
On aalors:
Vxe A VyeB, (y = fx) = x= f_l(y)).




R

> Exemple 3: Soit f:
— x+1

—‘ Proposition 7

Soient A et B deux parties non vides de R et f : A— B une bijection. Alors :

. Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

VxeA, ffl(f(x)):x
VyeB, f(f N =y
e f1:B— Aestbijectiveetona: (f~1)~!=f.

Preuve. e Soit x€ A.Posons y = f(x).Ona:
x=f"y =W
e Soit y € B.Posons x = f~1(y).Ona:
y=f@=r¢ton.
e SoientxeBetye A.Ona:
y='wex=fw.
Donc f~! est bijectiveetona: (f~1)71 = f.

O

Proposition 8 : Graphe de la réciproque }

Dans un repére orthonormé, les graphes d’une bijection f et de sa réciproque f~! sont symétriques par rapport

ala droite y = x (premiére bissectrice).
Preuve. Notons G le graphe de f et G, le graphe de f~1.
Soientx€ Aetye B.Ona:

(x,y)eGrey=f(x)
ox=f ~1 ¥)
< (1, x) €Ga.
Or le point de coordonnées (y, x) est le symétrique du point de coordonnées (x, y) par rapport a la droite y = x.
Donc Gy est le symétrique de G par rapport a la droite y = x. O
y y=x2
o Les courbes représentatives des fonc-
. , R, — R R, — R
0 tions 5 et i
L y=vx X - X x o~ Vx
7 sont symétriques par rapport a la pre-
14 . miere bissectrice.
- : x
s ’ ]-

3.2 Casdes fonctions continues et strictement monotones

Commencons par rappeler le théoreme des valeurs intermédiaires et ses conséquences qui nous seront utiles pour étu-
dier la bijectivité.

Théoréme 1 : Théoréme des valeurs intermédiaires }

Soit I un intervalle. Soient f : I — R une fonction continue et a, b € I tels que a < b. Alors, pour tout y compris
entre f(a) et f(b), il existe c € [a, b] tel que f(c) = y.




—{ Proposition 9 : Généralisations du théoréme des valeurs intermédiaires }

o Soient a € RU {—oo} et b € RU {+o0} tels que a < b. Soit f :]a, b[— R une fonction continue admettant une
limite (finie ou infinie) en a et en b.

Soit y €] chlir:lf(x),iﬂf(x)[ ou])lcl_r)rll)f(x),)lclir;f(x)[ ,alors :
dc€la, b, f(c) =y.
* Soient a € Ru{—oo} et b € R tels que a < b. Soit f :]a, b] — R une fonction continue admettant une limite
(finie ou infinie) en a.
Soit y €] )lci_l}zlf(x),f(b)] ou [f(b),)lci_l}}lf(x)[, alors :
Ace€la, b, f(c)=y.
o Soient aeR et b e RU {+o0} tels que a < b. Soit f : [a, b[— R une fonction continue admettant une limite

(finie ou infinie) en b.
Soit y €] lirrlljf(x),f(a)] ou [f(a), linzf(x) [, alors:
X— X—

dcela,bl, f(c)=y.

—{ Corollaire 2 : Théoréme de la bijection }

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I, soient a, b € I tels que a < b.
Soit y compris entre f(a) et f(b), alors :

lcela,bl, f(c)=y.

—4 Proposition 10

Soient a, b € R tels que a < b, soit f : [a, b] — R une fonction continue.
« Si f eststrictement croissante, alors f est bijective de [a, b] vers [f(a), f(b)].
« Si f est strictement décroissante, alors f est bijective de [a, b] vers [f (D), f(a)].

Proposition 11

Soient a, b € R tels que a < b, soit f :]a, b|— R une fonction continue.
« Si f est strictement croissante, alors f est bijective de ]a, b[ vers ]lim f, lilr]n fL
a

« Si f eststrictement décroissante, alors f est bijective de | a, b[ vers ] lizn folim f[.
a

Méthode 1

En pratique, pour montrer qu'une fonction f : I — J est bijective :
« soit on utilise les propositions précédentes,

« soit, on montre que pour tout y € J, 'équation y = f(x) admet une unique solution x € I (x sera exprimé
en fonction de y). Ceci nous permet d’obtenir une expression de la bijection réciproque : f~1(y) = x.

IRJr* _ R

. i f:
o> Exemple 4: 1. Soit x — x+In(x)+2

. Montrer que f est bijective de R** vers un intervalle que I'on pré-

cisera.
f: [0,400[ — 10,1]
2. Soit . 1 . Montrer que f est bijective et déterminer f -1
1+ x2

Proposition 12

Soit f : A — B une fonction bijective et strictement monotone. Alors f~! est strictement monotone de méme
sens que f.




Preuve. Supposons f strictement croissante.

Soient yj, y2 € B tels que y1 < yo.

Si f71(y1) > f~1(y2), alors, comme f est strictement croissante, f(f 1 (y1)) > f(f "1 (32)) donc y;1 > y» ce qui est absurde.
Si f7 Y1) = f (), alors F(F 1 (y1)) = F(f 1 (32)) donc y1 = y» ce qui est absurde.

Donc f~1(y1) < f~1(y0), ainsi £~ est strictement croissante.

On raisonne de méme dans le cas ol f est strictement décroissante.

3.3 Cas particulier : puissances et racines

—‘ Proposition 13

. : RY - RY . R - R . . .
Soit n € N*, posons : f n Sl nestpair, fa n Sl n estimpair.
X = X x X
Alors f;, est bijective et on note sa bijection réciproque :
fit: RY — RY il R - R

si n est pair, si n est impair.
X - w:xl/n pair, X - szl/n p

Preuve. Supposons n pair. Ona:
* fn estcontinue sur l'intervalle R,
e fnestdérivableet: VxeR*, f}(x) = nx"! ainsi:

YxeR™™, fi.(x)>0et f5,(0)=0.

Donc f;, est strictement croissante sur R*.
Donc f;, est bijective de R* vers [f(O),xlirll fa([=R".
—+00

On raisonne de méme quand 7 est impair.

3.4 Dérivation de la bijection réciproque

—4 Proposition 14

Soit f: I — J une bijection dérivable sur I. Alors :
f~1:J— I est dérivable sur J si et seulement si f' ne s’annule pas sur [
etdans ce cas:

1
—1y/ _
vrel V0= Fry

> Exemple 5: 1. On pose: f: E : 53 iy Etudier la bijectivité de f et la dérivabilité de f~!.

f: [L+ool — R

2. Onpose: . o« Etudier la bijectivité de f et la dérivabilité de f~'.
2

Proposition 15

Soit n € N*, 1a fonction h,, : x — {/x = x!/" est dérivable sur A = R** si n est pair et sur A = R* si n est impair et
ona: |
Vxe A h(x) = —x1/m-1
n

fu: R — RY* . fnr BT - RY . .
. Ln Sinestpair X Ln Sinestimpair.
— —

Preuve. Posons:

Supposons 7 pair. Ona:

s fn estbijectiveet hy, = fn_l,

e fnestdérivableet: Vx e RY*, fl(x) = nx""1 #0.
Donc hj, est dérivable sur R*™ et, soit x € R**,

1 1 1 1 1
_ __x(lln)—l.

hl,(x) = = = = = =
fy’l(hn(x)) nhn(x)”‘l n(xl/n)n—l nx(n—l)/n nxl—l/n n

On raisonne de méme quand 7 est impair.



IV Fonctions logarithmes, exponentielle, puissances

4.1 Fonction logarithme népérien

—4 Définition 7

On appelle fonction logarithme népérien et on note In 'unique primitive sur R** de x — — qui s’annule en 1, ce
X
qui s’écrit aussi :

xdt
VxeR*Y, In(x) =f -
1

—4 Proposition 16

1
e InestC®surR™ etona:VxeR"™, In'(x) = —.
X

o In est strictement croissante sur R**

Preuve. o Par définition, In est dérivable et Vx € R™*, In/(x) = %
Comme x — % est C* sur R** alors In est C*® sur R**.
e VxeR™, In'(x) = L > 0 donc In est strictement croissante sur R**.

x
—4 Corollaire 3

Soit I un intervalle de R, soit u: I — R** une fonction dérivable. Alors Inou est dérivable sur I et :

u'(x)

Vxel, (lnow) (x) = ——.
u(x)

—‘ Proposition 17

e Vx,ye R, In(xy) =In(x) +In(y).

1
VxeR', ln(—) =—In(x).
X

Vx,yeR, ln(g) =In(x) — In(y).

e VxeR™, VnezZ In(x" = nln(x).
e VxeR™, VneN*, In({/x) = = In(x).

Preuve.

R+* - R

. . + % g
Soit y e R™*. On pose x = Inxy-lnwW-InGy

. g est dérivable sur R**, etona:

1
VieR™, g =L -~ _0=0.
Xy x
Ainsi, g est constante sur R**. Comme g(1) =In(y) —In(1) —In(y) = 0, g est constante nulle.

On en déduit : Vx, y € R*™, In(xy) = In(x) +In(y).
e Soit x € R™*. En appliquant le point précédent a x et %, ona:

In(x) +ln(l) - ln(f) ~In(1) =0.
X X

Ainsi : )
ln(—) =—In(x).
X

« Soient x, y € R™*. En appliquant le premier point a x et %, ona:

ln(f) =In(x) +ln(l) =In(x) —In(y),
y y

d’apres le point précédent.



e Soit x e RT*.
— Montrons par récurrence que : Yn eN, In(x™) = nln(x).
+ Pour n=0,In(x) =In(1) =0 =0 x In(x).
* Soit n € N. Supposons que In(x") = nln(x).
On a In(x"*1) = In(x” x x) = In(x™) +In(x). Ainsi, par hypothése de récurrence, on obtient : In(x**!) = nln(x) + In(x) =
(n+1)In(x).
On a donc montré par récurrence que : Vn € N, In(x") = nln(x).
- Soit ne€ Z~*. D’apres les points précédents, on a :

In(x") = ln( ) =—In(x"").

x—n
Comme —n €N, on a, d’apres ce qui précéde :

In(x™) = —(-n)In(x) = nln(x).
e SoitxeRY*, ona:
In(x) = In((¥x)"™) = nln(¥/x).
Ainsi :

In(¥/x) = %ln(x).

Proposition 18

| |
lim In(x) = +oo lim In(x) = —c0 lim ﬂ =1 lim ﬂ =0 lim xIn(x) =0
X—+00 x—0*t x—1 x—1 X—+0o X x—0t

Preuve.

« La fonction In est croissante, donc, par le théoréeme de la limite monotone, soit elle admet une limite finie / en +oo, soit elle tend
vers +oo (si elle n’est pas majorée).
Or, pour tout n € N, on a In(2") = nIn(2) et In(2) > 0, donc lil}rl In(2") = +00. La fonction In n’est donc pas majorée. On a donc
n—+oo
lim In(x) = +o0
X—+00
1 1
e Ona lim —=+occet lim In(X)=+oco donc par composition des limites lim In (—) = +00.
x—0t X X—+00 x—0* X
Or, pour tout x € R+#, In(x) = —In [%J Ainsi, lim+ In(x) = —oco.
x—0

e Lafonction In est dérivable en 1 doncona:
Inx In(x)-In(1)

= — In'(n=1.
x—-1 x-1 x—1
. . 1 1 . S .
o Soitx>1.Soitr€[1,x],ona0<+vf<tetdonc0< 7 < 7 puis en intégrant (les bornes étant dans le bon sens),
t

X dt X dt X
Oslnx=f — < | ==[2vi]; =2vx-2<2Vx.
L 7i [2vi]y =2vx Vx

1

Inx 2yx 2 2
En divisant par x (x > 0), il vient0 < — < i = —.Comme lim — =0,parlethéoréme d’encadrement, on a alors:
X X Vx x—+00 /X
. Inx
lim — =0.
X—+00 X
1
1 In (—)
¢ Ona lim —=+ooet lim ln(% = 0 donc par composition des limites lim —— =0.
x—0t X X—+o0 x—0t x
Ainsi lim (—xIn(x)) =0, donc:
x—0*
lim xIn(x) =0.
x—0F
O
Corollaire 4
La fonction In est bijective de ]0; +oo[ sur R.
Preuve.
In est continue et strictement croissante sur R™* donc In est bijective de ]0; +oo[ dans lim+ In(x), . lirJP In(x)| =R. O
x—0 —+0oo



Définition 8

On note e 'unique élément de R** tel que In(e) = 1.

La courbe représentative de la fonction In est :

y y=1In(x)
X 0 1 e +00
In'(x) +
Y +
Y 1 _— 0
In -

Proposition 19

Vxel—-1,+oo[, In(1+x) < x.

Preuve.

Posons

=1L+ - R .. .
£l oox[ In(1+x) - x . f est dérivable et, soit x €] — 1, +ool,
1 -X
!
)= —— 1= ——.
Fi) 1+x 1+x

Donc f est décroissante sur [0, +ool et croissante sur | — 1,0] ainsi f admet un maximum en 0. Comme f(0) =0, on a f < 0. Ainsi :

Vxe]l—1,+o0[,In(1+x) < x.

4.2 Logarithme décimal, logarithme en base 2

—4 Définition 9

On appelle logarithme décimal (ou logarithme en base 10) et on note log (ou logjp) la fonction

log: R} — R logo: R — R
& * mx Onappelle logarithme en base 2 et on note log la fonction B2 * Inx
% n(10) x In@)

—‘ Proposition 20

log etlogs sont C*° sur R} etona:

1
VxeR:, log'(x) = etlog/, (x) =
+108'(%) x1In(10) §2(%) x1In(2)
Donc les fonctions log et log, sont strictement croissantes sur R’ .
La courbe représentative des fonctions log et log, sont :
X 0 1 10 +00
log'(x) +
y=loga(x) B
+
y | . ) — oo
y =log(x) 0og 0 _
P
| R e e i S —00
0 1 o 10 x b 0 1 2 +00
log/, (x) +
v +
Y 1 _— o
log, —

10



4.3 Fonction exponentielle

—‘ Définition 10

On appelle fonction exponentielle et on note exp la fonction réciproque de la fonction In.
Onadonc:exp:R—R"* et:
Y(x, ) ERxRY*, y=expx < x=Iny.

—4 Proposition 21

La fonction exp est C* sur R et exp’ = exp.

Preuve.

La fonction In: R** — R est bijective, dérivable sur R** etona:VxeR"™, In'(x) = % # 0. Ainsi exp est dérivable sur R par le théoreme de

dérivabilité de la fonction réciproque. Soit x € R.

exp'(x) = =exp(x).

7 =7
In’ (exp(x)) SIE)

Une récurrence permet de montrer que exp est C* sur R.

—‘ Corollaire 5

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

—‘ Corollaire 6

Soit I un intervalle de R, soit u: I — R une fonction dérivable. Alors expou est dérivable sur I et :

Vxel, (expow) (x) = u'(x).exp(u(x)).

—4 Proposition 22

e Vx,y€eR, exp(x+ y) = exp(x).exp(y).

e VxeR, =37 = .
x €R, exp(—x) R

exp(x)
exp(y)’
e VxeR Vnez, (exp(x)]" = exp(nx).

.« VxeR, VneN*, {/exp(x) = exp(Z).

e Vx,yeR, exp(x—y) =

Preuve.

Soient x,y € R, on a In(exp(x + y)) = x + y et In(exp(x) exp(y)) = In(exp(x)) + In(exp(y)) = x + y, donc : In(exp(x + y)) = In(exp(x) exp(y)).

Ainsi, comme In est bijective : exp(x + y) = exp(x) exp(y). Les trois autres points se démontrent de méme.

Proposition 23
exp(x)—1
lim exp(x) =+oo, lim exp(x) =0, limL =1,
X—+00 X——00 x—0 X
exp(x
lim P = +00, lim xexp(x)=0.
x—+o00 X X——00

Preuve.

e Ona xhrf In(x) = +oo et comme exp : R — R™* est la bijection réciproque deIn: R** — R, on a: thP exp(x) = +oo.
—+o0 —+00

e Ona lir%ln(x) = —oo et comme exp : R — R** est la bijection réciproque de In: R** — R, ona: xlimoo exp(x) =0.
X— —

» Lafonction exp est dérivable en 0 doncona:

exp(x)—1 _ exp(x) —exp(0) _ exp'(O) -1
X x-0 x—0

11
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In(X) In(exp(x))

=0, donc, par composition deslimites: lim =0, c'est-a-dire: li

e Ona: lim exp(x)=+occet lim
xX—+00 X

0. Comme Vx e R"™, >0, on a, par passage a l'inverse :

exp(x)

exp(x) oo

m
—+oo0 X x—+oo exp(x) Xx—+o0 exp(x)

lim
x—+o0o X
. o o . exp(X) _ i o o exp(—x) _ ) et S . 1 _
Ona: xgglw( Xx) = +ooet XETOO —x— = +oo, donc, par composition des limites : xgryw ——5;— = +oo, Cest-a-dire xkr_noo el =
+o00. Ainsi, par passage a l'inverse :
lim xexp(x)=0.
X——00
O
La courbe représentative de la fonction exp est :
Yy y=exp(x) y=x
X —00 0 1 +00
(exp)’ (x) +
¥ +
Y e— R
exp -
1
0
Proposition 24
VxeR, exp(x) = x+1.
Preuve.
R - R . .
Posons f . f est dérivable et, soit x € R,
x = exp(x)—-x-1.
f(x) =exp(x) - 1.
Donc f est croissante sur [0, +oo[ et décroissante sur | — oo, 0] ainsi f admet un minimum en 0. Comme f(0) =0, ona f <0. Ainsi :
VxeR, exp(x)=x+1.
O
4.4 Fonctions puissances
—4 Définition 11
Soit @ € R. On appelle fonction puissance d’exposant « la fonction
IR+* . [R
x - x%=exp(aln(x)) °
—‘ Proposition 25
L, R S R
Soit a € R. La fonction o €stC® sur R** et sa dérivée est a1 -
X = X X = ax
Preuve.
: R - R . . .
On pose Pa ;* ca - Paest C® sur R4+ comme composée de fonctions qui le sont et, soit x e R4 4, ona:
po(x) =exp(aln(x) % =x¥ <% = ax@1. O

12



—‘ Corollaire 7

Soit a € R.

« Si @ > 0, la fonction puissance « est strictement croissante sur R**.

« Si a < 0, la fonction puissance « est strictement décroissante sur R**.
« Si a =0, la fonction puissance « est constante égale a 1 sur R**.

—‘ Proposition 26

Soit a € R*.

e Sia>0, lim x%=+oc0et lim x%=0.
X—+00 x—0t

e Sia<0, lim x*=0et lim x% = +o0.
X—+00 x—0t

Preuve. e Sia>0.
Comme lim In(x)=+ocalors lim aln(x)=+ocod oli:
X—+00 X—+00

lim x*= lim exp(aln(x))=+oco.
X—+00 X—+00

Et comme lim In(x) = —ooalors lim aln(x) = —ocod’olt:
x—0* x—0+
lim x% = lim exp(aln(x)) =0.
x—0* x—0t
e Sia<O.

Comme lim In(x)=+ocoalors lim aln(x)=-ocodol:
X—+00 X—+00

lim x*= lim exp(aln(x))=0.
x—+00 x—+00

Et comme lim In(x) = —ooalors lim aln(x) = +ood’out:
x—0* x—0*

lim x% = lim exp(aln(x)) = +oo.
x—0% x—0%

Définition 12

Soit @ = 0, on pose :

0% = 0 sia>0
1 sia=0.
Proposition 27
Soient x, yeR** eta,feR.On a:
(xy)® = x*y", x%B = x¥xP, (x%)B = x2P, In(x%) = aln(x)

Preuve.
e (x))* =exp(aln(xy)) = exp(a(lnx +Iny)) =exp(alnx).exp(alny) = x* y*
o x%*PB = exp((a+ B)Inx) = exp(alnx).exp(flnx) = x%xP
o (x®)B = exp(BIn(x?)) = exp(aflnx) = xob
o In(x%) =Inexp(aln(x)) = aln(x)

13



a>1
y

Casa>0:
X 0 1

+00

+00
Pa 1/
) -

Casa<0:

1

+00|

S =

Pa Il
\

\
T —— a<0

> Exemple 6: Etudier la fonction f: x— x!/*.

4.5 Croissances comparées

—4 Proposition 28

Soit a, feR**.On a:

In x)#
(nx =0et lim x¥|Inx|? =0.
x—+oo x@ x—0*

ax

lim — =+ooet hm |x|Be®* =0,
X—+00 xﬁ

Preuve.

(lnx)ﬁ (lnx)ﬁ
e Soitx>1.0na P =

[ Emf=?) -(g)ﬁ 1n(x%)

2 = = . Comme lim xﬁ = +o0o (car & B > 0), on en déduit (par
xP xh xP x—too
a
In xﬁ] ... (nxnPf
composition) que hm — =0.Ainsi lim =
+F x—+oo x@%
1 1y
1 inx)f o (n(}))
e Ona lim — =+ooet lim = 0. Ainsi, par composition, lim +— =0.
x—0* X X—+o0 X% ( 1)
X
1\8
[m(5)
Soit x€]0,1[,on a: % =x (—(lnx))’3 = x“llnxlﬁ. Donc lin})x“llnxlﬁ =0
X—
5
(nXx)P (In(e*))B x
. i X _ . _ . . . X
xgrfwe +oo et XEToo ~a 0 donc par composition, Emoo e 0 c’est adire xll»rlloo Sax 0. De plus, pour tout x >0
xB I e
ea—x > 0. Ainsi, x—1>moox_ﬁ +00.

. thPooe =et llm X% nXx|P = Odoncparcomposmon, hm €)¥|In(e*))P = 0 donc hm e®*|x|B = 0.
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