Chapitre 4 : Trigonométrie

I Cercle trigonométrique

1.1 Définition

—4 Définition 1
Soit x e R et (0, i, j) un repere orthonormé direct. On note M le point du cercle trigonométrique (cercle de
centre O et de rayon 1) tel que I'angle orienté (i ,OM) a pour mesure x radians. On note alors (cos x, sin x) les
coordonnées de M dans le repére (O, i, j).

R sin: R — R

cos: R . .
et sinus la fonction

On appelle cosinus la fonction X — cos(x) X — sin()

1.2 Formules de trigonométrie

Formule 1 : Quelques valeurs

cos(0)=1 cos(§)= ‘/7§ cos(§) = % cos (%) =\%[ cos(3)=0
9 _ Q 1 o _ 2 o _ 3 o _

sin(0) =0 sm(%) =3 s1n(%) = %2 s1n(%) =% s1n(%) =1

Formule 2 : Cercle trigonométrique
VxeR, cos’x+sin®x=1.
Formule 3 : Formules élémentaires
Soit x e R,
cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(x)

cos(mm— x) = —cos(x) sin(r — x) =sin(x)

cos(m+ x) = —cos(x) sin(r+ x) = —sin(x)
cos (5 — x) =sin(x) sin (5 — x) = cos(x)
cos(% +x)=—sin(x) sin(3 +x) = cos(x)



Remarque : Ces formules doivent étre visualisées sur le cercle trigonométrique.

b4 . b/ .

cos (E + x) = —sin(x) n . cos (E - x) =sin(x)
T —+X ——X T

sin (E + x) = cos(x) 2 2 sin (5 - x) = cos(x)

cos (7 — x) = —cos(x) U U W N A X

sin (7 — x) = sin(x) : | | :

cos (1 + x) = —cos(x) T | T l x cos (—x) = cos(x)
sin (7 + x) = —sin(x) sin (—x) = —sin(x)

—{ Formule 4 : Formules d’addition }

Soient a, beR,
cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb

cos(a—b) =cosacosb+sinasinb
sin(a+ b) =sinacosb+sinbcosa

sin(a— b) =sinacosb—sinbcosa

Justification géométrique des formules d’addition :

cos{a + B) sin o sin B

H uIs o sod

sinfa + B)

f 500 o uIs

e i

cos o cos B

Remarque : I faut savoir, a partir de ces formules, trouver rapidement les valeurs d’'un produit de deux cosinus et/ou sinus.

> Exemple 1: Soient a, b € R. Exprimer cos(a) cos(b) et cos(a) sin(b) comme des sommes.

Formule 5 : Formules de ’angle double }

Soit a € R,
cos(2a) = cosz(a) - sinz(a) =1- ZSinz(a) = ZCOSZ(a) -1

sin(2a) = 2 cos(a) sin(a)

> Exemple 2: Soit x € R, simplifier : cos (2x + ).



1.3 Congruences

—‘ Définition 2

Soit a € R*, soient x, y € R.
On dit que x et y sont congrus modulo a etonnote x =y [a] oux =y mod a si et seulement si :

dkeZ x=y+ka.

—4 Proposition 1

Soient a, b € R*, soient x, y,z,t€R.On a:
(x=y laletz=¢t [a])= x+z=y+1 lal,

x=y lal= bx=by [bal.

Preuve.
e Supposonsquex=y [aletz=t.
llexiste k, k' e Ztelsque: x=y+kaetz=t+k'a.Onaalorsx+z=y+t+(k+ka.
Posons k" =k+k'.Onaalors: k" €Zetx+z=y+t+k"adonc:

X+z=y+t lal.

e Supposonsque x=y [al.
Il existe k € Z tel que : x = y + ka. On a alors bx = by + kba.

bx=by [bal.

II Equations et inéquations trigonométriques

2.1 Equations trigonométriques

Proposition 2

Soit x e R.

— —®— ~—
® cosx=0
/ + sinx=0
. 1
T T
\ /
—
—4 Proposition 3
Soient x, y € R. Alors,
x=y [2n]
® COSX=CO0Sy <= ou .
x=-y [27]
x=y [2m]
e sinx=siny < ou
x=n-y [2n]




Remarque:
« Cette proposition peut se lire sur le cercle trigonométrique ce qui permet de la mémoriser.

COSX =CO0S Yy sinx=siny
» La proposition 2 est un cas particulier de la proposition 3, qui découle de la définition géométrique du cosinus et du
sinus. On va déduire de la proposition 2 la preuve du cas général.
Preuve.
e Posons a= xTer eth= %.Ona:

cos(x) = cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb et cos(y) = cos(a— b) = cosacosb+sinasinb.

Ainsi :
cosX =cosy < cosacosb—sinasinb = cosacosb+sinasinb

< sinasinb=0

sina=0 a=0 [r] ===0 [7]
& ou = ou = ou
sinb=0 b=0 [n] =0
x=-y [27m]
s ou
x=y [27]

. Posonsaz%etbz%.Ona:

sin(x) = cos(a+ b) =sinacos b+ cosasinb et sin(y) = sin(a— b) = sinacos b —cos asin b.
Ainsi :
sinx =siny < sinacos b+ cosasinb = sinacos b —cosasinb

< cosasinb=0

cosa=0 az% [] %E% (]
s ou = ou = ou
sinb=0 b=0 [n] %EO [7]
x=n-y [27]
=S ou
x=y [2n]

> Exemple 3: Résoudre 'équation d’'inconnue x e R:

V3
SINX = ——

> Exemple 4: Résoudrel’équation d’'inconnue x e R:
V3cosx—sinx = 1.

> Exemple 5: Résoudrel’équation d’'inconnue xeR:

4sinxcosx = 1.



2.2 Inéquations trigonométriques
Pour résoudre des inéquations trigonométriques, on utilise la lecture sur le cercle trigonométrique et la périodicité.

> Exemple 6: Résoudre I'inéquation d’'inconnue x e R :

sinx <

ol

> Exemple 7: Résoudre I'inéquation d’'inconnue x e R :

V3cosx—sinx > 1.

IIT Fonctions cosinus et sinus

3.1 Propriétés globales

—4 Proposition 4

Les fonctions cosinus et sinus sont 2x-périodiques :

Vx€eR, cos(x+2m) =cosx et sin(x +2m) =sinx.

—4 Proposition 5

La fonction cosinus est paire et la fonction sinus est impaire :

Vx €R, cos(—x) = cosx et sin(—x) = —sinx.

3.2 Dérivées et variations

Proposition 6

Preuve.
* Soitx€]0, %[

Notons :
— Aj l'aire du secteur angulaire de centre 0 passant par A et B,
— Ap l'aire du secteur angulaire de centre 0 passant par C et D,
— Agaire du triangle 0AD.



Ona:
A1 < A3z < Ap.

2
On rappelle que 'aire d'un secteur angulaire de rayon r et d’angle « est %. Onaalors:

2

X.COS“ X X cosx.sinx
A=) Ap=ZetAz= ——— O,
2 2 2
Ainsi :
x.cos?x cosx.sinx x
< <-.
2 2 2
Donc: .
sinx 1
cosx<s—— < .
X cos X
Or: lim cosx=1et lim =1 donc, par théoreme d’encadrement :
x—0* x—0% COSX
sinx
im =1.
x—0t X
s y/4
* Soitxe ]—5,0[(. )
sinx _ sin(—x
Ona Y - —x - )
s . - . sin(—x) .
De plus, d’apres le point précédent : 1118 ——— = 1. Ainsi:
x—0" -x
. sinx
lim =1.
x—0" X
e Donc: .
sinx
lim — =1.
x—0 X
Proposition 7
. cosx—1
lim——— =0
x—0 X
: T .
Preuve.  Soitxe|-%,Z[.Ona:
cosx—1 (cosx—1)(cosx+1) _ cos?x—1 _ —sin?x _ sinx sinx
X B x(cosx+1) B x(cosx+1) B x(cosx+1) B x cosx+1’
. sinx . .
Or: lim —— =1, limsinx=0et lim (cosx+1) =2 donc:
x—0 X x—0 x—0
. cosx—1
lim — =
x—0 pY
Proposition 8
Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et :
sin’ = cos, cos’ = —sin.
Preuve.  Soit x e R.
e SoitheR*.Ona: ) ) ) ) ) )
sin(x+ h) —sin(x) sinxcosh+ sinhcosx —sin(x) . cosh—1 sinh
= =sinx + COS X.
h h h h
sinh cosh—1
Or:lim —— =1let lim —— =1donc:
h—0 h h—0 h
. sin(x+ h) —sin(x) .
lim ——  =sinx.
h—0 h

Ainsi sin est dérivable en x et sin’ (x) = cos x.

Ona:Vx€eR, cosx =sin(% —x) donc cos est dérivable sur Ret :

, (T b4 .
VxeR, cos (x) = —sin (E—x):—cos[g—x):—smx.



—4 Proposition 9

Les variations sur [0, ] des fonctions cosinus et sinus sont donnés par :

X 0 2 7 X 0 z 7
(sin)’ (x) + 0 - (cos)' (x)| O -
1 1
. \
cos
sin . / \ . 0— B
y
1
/—\ "
, — X
-2n - 7\_/n
_1 4
coSs
+ + + t X
—27 -7 T 27T

—‘ Corollaire 1

Soit I un intervalle de R, soit u: I — R dérivable. Alors cosou et sinou sont dérivables sur I et :

Vxe I, (cosou) (x) = —u'(x).sin(u(x)) et (sinow)’ (x) = v/ (x).cos(u(x)).

Proposition 10

VxeR, |sinx| <|x|.

Preuve.
e Soit x€]—o0,—1]U[l,+o0o[.Ona:

e Posons:
f: 01 —- R

X —

f et g sont dérivables et, soit x € [0,1] :

sinx+x

|x|=1=|sinx|.

8:

0,1 — R

x — sinx—-x

f’(x) =cosx+1=0et g'(x) =cosx—1<0.

Donc f est croissante et g est décroissante. Comme f(0) = g(0) =0,0ona f =0et g <0. Ainsi:

Vxe[0,1[, -x<sinx < x.

Donc:

Vxe[0,1],|sinx|<|x|.

e Soit]—1,0[, alors —x € [0,1[ donc : |sin(—x)| < | — x| ainsi :

e Onadonc:

VxeR,|sinx| <|x|.

[sinx| < |x]|.




IV Tangente

4.1 Définition

Définition 3
: . AR sinx
On appelle fonction tangente et on note tan, la fonction définie sur R\{7 + k7, k € Z} par : x — po—
Ilustration :
D D’apres le théoreme de Thales :
C
N BD AC
C\ 1 | tanx OB  OA
| |
| |
x o Ainsi :
0 A B BD  sinx
1 cosx’
D’ou
BD =tanx.

4.2 Formules de trigonométrie

—{ Formule 6 : Quelques valeurs }

tan(0) =0 tan(%)=

“[&

tan(%)=1 tan(f)=v3

—{ Formule 7 : Formules élémentaires }

Soit € R tel que ¢ # 7 mod 7,

tan(—t) = —tan(t) tan(r+¢) =tan(#) tan(x-—1t)=—tan(s)

—{ Formule 8 : Formules d’addition }

Si(a# % modn), (b# 7 mod n) et (a+ b # 7 mod 7), alors

tana+tanb

tan(a+b)= ——
( ) l1—-tanatanb

Si(a# % mod ), (b# 5 mod n) et (a— b # 7 mod n), alors

tana—tanb

tan(a-b) = ———
l+tanatanb
Preuve.
i +b
tan(a+ b) = —sm(a )
cos(a+ b)
_ sinacosb+sinbcosa

cosacosb—sinasinb
sinacos b+sinbcosa
_ cosacosb
cosacosb—sinasinb
cosacosb

tana+tanb

" 1-tanatanb



Formule 9 : Formules de 'angle double

Si(a# % modn) et (a# f mod 7)

2tana

tan2a) = ———
(2a) 1-tan2a

4.3 Résolution d’équations trigonométriques

Proposition 11

Soit x e R\{Z + km, k€ Z} :

tanx=0 < x=0 [nx].

Ld .

4

[
[ \
[ \
| \
|

® tanx=0

| |
\ |
\ /

/

L

Proposition 12

Soient x,y € R\{7 + km, k€ Z}, on a:

tanx=tany <= x=y [n].

Preuve.

[

tanx =tany

sinx siny
cosx cosy

tanx =tany

sinxcosy =sinycosx
sinxcosy—sinycosx =0
sin(x-y)=0

x-y=0 [mn]

[

x=y [x]




4.4 Fonction tangente

Proposition 13

La fonction tan est m-périodique et impaire :

Vxe R\{g + km, k € 7}, tan(x + ) = tan(x) et tan(—x) = —tanx.

Proposition 14

La fonction tan est dérivable sur IR\{% +kn, keZ}:

T
Vxe[R\{§+kn,k€Z},tan'(x)= =1+tan’x.

cos2 x

Preuve.  tan est dérivable sur R\{% + km, k € Z} comme quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne s’annulant pas. Soit x €
R\{Z + kn, k€ Z},

/ cos? x +sin® x 2 1
tan(x)=—2=1+tan xX= 7
COoSs~ X COos~ X
O
—‘ Corollaire 2
Soit I un intervalle de R, soit u : I — R dérivable telle que : Vx € I, u(x) € IR\{% + km, k € Z}. Alors tanou est
dérivable sur I et :
! u,(x) ! 2
Vxel, (tanow) (x) = ———— = u'(x) (1 + tan” (u(x))).
cos=(u(x))
—‘ Proposition 15
lim tan(x) =+ocoet lim tan(x)= —oo.
x—(5)~ x—(=%)*
Preuve. -
Ona lim sinx=1et lin}[ cosx = 0. De plus, pour tout x € [0, 5 [, cos(x) > 0. Ainsi, li(nnlr tan x = +oo.
x—% x—7 x—(%
Parimparité,ona lim tanx=-oo.
x=(-3)’
O

—4 Proposition 16

Les variations sur | -7, 7 [ de la fonction tangente sont données par :

y
_z b4
x 2 0 2 tan
(tan)’(x) T
X
+00 Z Z
_— T -3 0 5 b4
tan - — 0 2 2
—00

10



V Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

—‘ Définition 4

ch: ef+e* et sh: ef—e |

On définit les fonctions cosinus hyperbolique, noté ch, et sinus hyperbolique, noté sh, par:

—‘ Proposition 17

Vx€eR, ch?(x)—sh?x) =1.

Preuve. Soit x € R,

(ex + e—X)Z _ (ex _ e—X)Z (er +2+ e—ZX) _ (er -2+ e—ZX) B

ch2(x) —sh2(x) = =

4 4

4
4

=1

Proposition 18

ch est paire et sh est impaire.

Preuve. Soitxe_@, ;
e ch(-x)=¢& 2+e =ch(x),
e sh(-x)= e_xz_ex = —sh (x), donc ch est paire et sh est impaire.

Proposition 19

ch et sh sont C*® sur R et ch’ =sh etsh’ = ch.

Preuve.
o exp est C* sur R donc, par opérations, ch et sh sont C* sur R.
e Soit xeR,
X _ ,—X
ch’(x) = % =sh (x).
Donc ch’ = sh.
e Soit xeR,
X + —-X
sh'(x) = % =ch(x).
Doncsh’ = ch.
Proposition 20
lim ch(x) =+oco ch@©) =1 lim ch(x) = +oco
X——00 X—+00
lim sh(x) =-oco sh(0)=0 lim sh(x) = +o0
X——00 X—+00

Preuve. Ona: lim e*=0et lim e*=+ooce quidonne le résultat.
X——00 X—+00

Proposition 21

¢ sh est strictement croissante sur R.
¢ ch est strictement décroissante sur | — oo, 0] et strictement croissante sur [0, +oo].
eVxeR, ch(x) =1, VxeR}, sh(x)>0,, VxeR?, sh(x) <0.

Preuve.
. X —X . . . .
* Soitx € R, sh'(x) = ch(x) = ©%f— > 0. Ainsi, sh est strictement croissante sur R.

11




o Comme sh(0) =0, alors: VxeR}, sh(x) >0,, VxeR*, sh(x) <0.

e Onach’=sh donc ch est strictement décroissante sur ] — 0o, 0] et strictement croissante sur [0, +0ol.
e Ainsi ch admet un minimum en 0 valant ch (0) = 1. Donc: e Vx€R, ch(x) = 1.

Les courbes représentatives des fonction ch et sh sont:
y

y=chx y=shx Cosinus hyperbolique :
X —00 0 +00
ch’(x) - 0 +
+00 +00
ch . —
1
1
X Sinus hyperbolique :
X —00 0 +00
sh’(x) +
12 +00
sh 0 —
—
—00
o> Exemple 8: Résoudre I'’équation suivante, d'inconnue x € R,
7chx+2shx=9.
> Exemple 9: Etudier la fonction suivante :
th: R —- R
shx

X — 5.
chx

VI Fonctions circulaires réciproques

6.1 Définitions

La fonction cos est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [0, 7].

Elle est donc bijective de [0, 7] vers [cos(r),cos(0)] = [—1,1].

Définition 5

La fonction cos réalise une bijection de [0, ] sur [-1,1].

On appelle arc cosinus et on note Arccos : [—1,1] — [0, 7] sa bijection réciproque.

Ona:

Vxe[0,7], Vye[-1,1], (cosx = y < x = Arccos (y)).

. . . . . ye T T
La fonction sin est continue et strictement croissante sur I'intervalle [— > E] .

Elle est donc bijective de [—E,E] vers [sin (—E),sin(z)] =[-1,1].

2 2 2 2
—4 Définition 6

. P e . T T
La fonction sin réalise une bijection de [— > E] sur [-1,1].

T
On appelle arc sinus et on note Arcsin : [-1,1] — [— 5 E] sa bijection réciproque. On a:

Vxe [—gg] ,Vyel-1,1], (sinx = y <> x = Arcsin ().

T
Elle est donc bijective de ] ~35 [ vers | lim tan, limtan[=R.
~2 z

12

22

T

. . . . . /A
La fonction tan est continue et strictement croissante sur I'intervalle ] ,

I




—4 Définition 7

. - e . T
La fonction tan réalise une bijection de ] % [ sur R.

T
On appelle arc tangente et on note Arctan : R — ] i [ sa bijection réciproque. On a :

Vxe]—g,g[,VyeR, (tanx = y <= x = Arctan(y)).

Formule 10 : Quelques valeurs

Arccos(1) =0 Arcsin(0) =0 Arctan(0) =0
N | s (Iy_ 1 1\_=x
Arccos ? =%  Arcsin (\Ef) =Z Arctan (75) =2

2\ _ =& . 2\ _ =& _ T

Arccos S=71 Arcsin S=7 Arctan (1) = 7
Arccos (3)=Z  Arcsin () =2 Arctan (v3)=Z

Arccos (0) = Arcsin (1) = lim Arctan(x) =%
X—+00

6.2 Etude des fonctions

—‘ Proposition 22

Arccos € C%([-1,1]) et Arcsin € C°([-1,1])
Arccos € C*®(] —1,1]) ,Arcsin € C*°(] — 1, 1]) et Arctan € C*°(R)

1
Vxe€]—-1,1[Arccos’(x) = ————, Arcsin’(x) =

1
Vi-2 V1-—x?

VxeR, Arctan’(x) =

1+ x2

Preuve.
¢ On admet (pour l'instant) que Arccos et Arcsin sont continues sur | — 1, 1].
e c0s:]0,m[—]—1,1[ est dérivable et : Vx € ]0, [, cos’ (x) = —sin(x) #0.

Dong, par le théoreme de dérivabilité de la fonction réciproque, Arccos est dérivable sur ] —1,1].
1

sin(Arccos x)
D’autre part, cos? (Arccos x) + sin® (Arccos x) = 1, donc sin (Arccos x) = 1 — x2 puis sin(Arccos x) = +V/1 — x2.
Comme Arccos x € ]0,7[, on a sin(Arccos x) = 0 et donc sin(Arccos x) = V' 1 — x2.

VieZ
1
e Comme x — —\/:2 est C* sur] -1, 1], alors Arccos est C*®° sur]—1,1[.
1-x
o sin: ]—%, Z [—]1-1,1[ est dérivableet: Vx e ]—%, Z [, sin’(x) = cos(x) #0.
Donc, par le théoreme de dérivabilité de la fonction réciproque, Arcsin est dérivable sur]—1,1[.
1

cos(Arcsinx)
D’autre part, cos?(Arcsin x) + sin? (Arcsin x) = 1, donc cos? (Arcsin x) = 1 — x? puis cos(Arcsinx) = +v/1 — x2.

Comme Arcsinx € |-, % [, on a cos(Arcsin x) = 0 et donc cos(Arcsinx) = V1 - x2.
1

) V1-x2
Comme x — — estC® sur | —1,1[, alors Arcsin est C*®° sur]—1,1[.
1-x
tan:|-%,Z[ — Rest dérivable et: Vx e |- %, %[, tan’(x) = 1 + (tan(x))? # 0.
Donc, par le théoréeme de dérivabilité de la fonction réciproque, Arctan est dérivable sur R.
1 1

1+ tan2(Arctanx) 142

Soit x €] —1,1[. On a Arccos’(x) = —

Finalement, on obtient que Arccos’(x) = —

Soit x €] —1,1[. On a Arcsin’(x) =

Finalement, on obtient que Arcsin’(x) =

Soit x € R. On a Arctan’(x) =

est C°° sur R, alors Arctan est C* sur R.

¢ Comme x — 5
1+x

13



—‘ Corollaire 3

Soit I un intervalle de R.
e Soit u: I —]—1,1[ dérivable alors :

! !
U () (Arcsin o u)’ (x) = U

Vi-um? V11— ux)?

Vx e I, (Arccos o u)' (x) = —

e Soit u: I — R dérivable alors :
u'(x)

Vxe I, (Arctan o u)' (x) = ————
( (0 1+ u(x)?

—‘ Corollaire 4

e Arccos est strictement décroissante sur [—1,1].
e Arcsin est strictement croissante sur [—1,1].
e Arctan est strictement croissante sur R.

Proposition 23

Arcsin et Arctan sont impaires.

Preuve.
e Soit y € [-1,1]. Posons x = Arcsin (y). Onasin(x) = yet x € [—%, %]
On a Arcsin (—y) = Arcsin (- sin(x))Arcsin (sin(—x)) (car sin est impaire). De plus, —x € [—%, 72—’] donc Arcsin (-y) = —x.
Finalement, Arcsin (- y) = —x = —Arcsin (y). Ainsi, Arcsin est impaire.
* Soit y € R. Posons x = Arctan (). Onatan(x) = yetxe -3, % |.
On a Arctan (—y) = Arctan (- tan(x)) = Arctan (tan(—x)) (car tan est impaire). De plus, —x € |- %, % [ donc Arctan (—-y) = —x.
Finalement, Arctan (—y) = —x = —Arctan (y). Ainsi, Arctan est impaire.

y

y =Arccos x

x -1 0 1
b4 —_—
Arccos %\
0
X
1
y =Arcsinx
Zl____
2 1
|
X -1 0 1 !
T :
2 T L X
Arcsin . /0 jl 0 1
_E |
|
|
L _ |z
2

14



y=35
2 y =Arctanx
X —00 0 +00
I
2 x
Arctan ——— 0
T2

y=-3

6.3 Applications

Méthode 1

Pour montrer une formule faisant apparaitre des fonctions trigonométriques réciproques, on doit :

donner le domaine de définition de la formule,
introduire une fonction f telle que la formule revienne a montrer que cette fonction est nulle,
étudier le domaine de dérivabilité de f et montrer que f’ est nulle,

en déduire que f est constante sur chaque intervalle de son domaine de dérivabilité et, si besoin, utiliser
un argument de continuité pour montrer que f est constante sur chaque intervalle de son domaine de
définition,

prendre une ou des valeurs pour montrer que la ou les constantes sont nulles.

> Exemple 10: Montrer que :

Vx € [—1,1], Arcsin (x) + Arccos (x) = g

> Exemple 11: Montrer que :

1 b4
VxeR", Arctan x + Arctan (—) = sgn(x).g
X

ol sgn(x) est le signe de x.

—‘ Proposition 24

Soit x € [-1,1],

Soit x e R,

cos(Arccos (x)) = x, sin(Arccos(x)) = V1 —x2, six#0,tan(Arccos(x)) =

V1-x2
X

X
cos(Arcsin (x)) = V1—x2, sin(Arcsin(x)) =x, si|x|# 1,tan(Arcsin (x)) = —
1-x

cos(Arctan (x)) = sin(Arctan (x)) = tan(Arctan (x)) = x

1 X
Vita? VitaZ

Preuve.  Les formules pour Arccos et Arcsin ont été prouvées dans la proposition 22.

Soit x e R.
Ona:

-1
cos?(Arctan x)

=1+ tan® (Arctanx) =1+ x2.

De plus, comme Arctanx € |- 2.z [ alors cos(Arctan x) > 0 donc :

Ainsi :

1
cos(Arctan (x)) = ———.
V1+x2
sin(Arctan (x)) = cos(Arctan (x)).tan(Arctan x) = %
V1i+x

15



> Exemple 12: Représenter la fonction :
f: R —- R
x +~— Arcsin(sinx)

Méthode 2

Pour résoudre une équation (E) faisant apparaitre des fonctions trigonométriques réciproques, on doit :
¢ donner le domaine de définition de I'équation (E),
¢ raisonner par analyse-synthese,
¢ dansl'analyse:

- appliquer une fonction trigonométrique bien choisie a I’équation (E) pour en déduire une équation
(E"),

- raisonner par équivalences pour résoudre (E'),

- conclure I'analyse,

¢ dans la synthese :

— considérer les solutions obtenues a la fin de I'analyse,

- remonter les équivalences pour en déduire qu’elles vérifient (E),

- étudier des appartenances a des ensembles bien choisis pour vérifier si on peut ou non "enlever" les
fonctions trigonométriques introduites dans I’analyse et ainsi vérifier (E).

> Exemple 13: Résoudre I'équation suivante, d'inconnue x e R :
.4 .5 .
Arcsin — + Arcsin — = Arcsin x.
5 13

o> Exemple 14: Résoudre I'équation suivante, d'inconnue x e R :

b1
Arcsinx + Arcsin V1 —x2 = >

16
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