Chapitre 8 : Primitives

Dans ce chapitre, K désigne R ou C et I un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

I Calcul de primitives

1.1 Définition
—‘ Définition 1

Soit f : I — K. On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I et telle que F’' = f.

—4 Proposition 1

Soit f: I — K. Si F est une primitive de f sur I alors I'ensemble des primitives de f sur I est

{F+C,CeK}.
C’est a dire qu'une fonction G est une primitive de f sur I si et seulement si il existe C € K tel que :

Vxel, G(x)=F(x)+C.

Remarque : Lhypothése d’intervalle est fondamentale dans ce résultat. Dans le cas ou1 on ne travaille pas sur un intervalle
mais sur une réunion d’intervalles disjoints, il faut bien introduire une constante par intervalle. Par exemple :
f: R — R
e Posons 1 -
X L
Une primitive de f est:

x

x — In|x|]’
Les primitives de f sont:
F: R* —- R
{ln|x|+C1 sixeR*™ ,avecC;,Cr eR.

Injx|+C, sixeR™*

f: R\{%+kn,keZ} - R
x ~— tan(x) °

e Posons

Une primitive de f est:
F: R\{Z+kn kez} — R
x — —In|cosx| ’

Les primitives de f sont:

F: R\{Z+kmkez} — R

X = —1n|cosx|+Cksix€]%+kn,%+(k+1)n[’aveCVkEZ’CkeR'

1.2 Primitives usuelles
Méthode 1

Soit u une fonction de classe C! sur I a valeurs dans J et g une fonction de classe C! sur J.
Alors, g o u est une primitive de x — g'(u(x))u'(x) sur I.

Remarque : Pour reconnaitre une primitive usuelle, il faut bien connaitre les formules et les adapter a la composition.



Formule 1

Soit u une fonction dérivable.

> Exemple 1: Déterminer une primitive de :

Fonction f: x— Primitive F: x— | u avaleurs dans
un+1
u'.u", neN R
n+1
un+1
u.ut,nez \{-1} RrR*
n+1
!
u
— In|u| R*
ua+1
u.u® acR\Z R**
a+1
u'.et et R
u'.In(w) uln(u) —u R**
u'.cosu sinu R
u'.sinu —cosu R
u.tanu —In|cosu| R\{Z +nm, nez}
!
=u'.(1+tan’ u) tanu R\{Z +nm, nez}
cos? u Z
u'.chu shu
u'.shu chu
!
_t Arcsin (u) 1-1,1[
V1-u? '
ou —Arccos (1) 1-1,1]
u/
Arctan (u) R
1+ u?
1 _ox2 Inx
X —, 1x— xe =%, X —
h oxr? 2 fs x
In(In x) 1 sin(2x)
DX — , DX — , X ——
fa X f5 Vx+1 fo 1+cos?x

> Exemple 2: Déterminer avec 2 méthodes différentes, une primitive de :

Méthode 2

Pour déterminer une primitive d’'une fonction de la forme f; : x — e**cos(bx) ou f, : x — e**sin(bx) (avec

f:x—sin® x.

(a, b) € R?), on remarque que fi (x) = Re (e(@* D)%) et f,(x) = Im (e(@iD)¥),

Ainsi, on calcule une primitive de x — e'@*P* puis on en prend la partie réelle ou imaginaire.

> Exemple 3: Déterminer une primitive de :

fix—e‘cosxetg:x— e sinx.




1.3 Primitives et intégrales

Proposition 2 (Théoréme fondamental de I'analyse) }

Soient f: I — K une fonction continue et a € I.
F: I - K
X
— f fdt
a

La fonction est 'unique primitive de f s’annulant en a.

Remarque : Ce résultat est admis a ce stade du cours.

Corollaire 1

Toute fonction continue sur un intervalle I de R admet des primitives sur I.

Remarque : Ce résultat permet de prouver I'existence de primitives.

—‘ Notation:

F: I —- K
Soient f : I — K une fonction continue et a € I. Pour tout a € I, la fonction X f * Fodr est une
a

primitive de f. Ainsi la valeur de a n’a pas d'importance. On notera alors :

fxf(t)dt

une primitive quelconque de f.

Remarque : Cette notation est pratique mais ambigué. En effet, on peut écrire :

x X 3 X 13
f(t+1)2dt=f (t2+2t+1)dt=%+x2+xetf (t+1)2dtzu.

(x+1)°

Pourtant : % + W x# . Les égalités qui suivent cette notation ne sont donc pas de "véritables" égalités mais seule-

ment des égalités a une constante additive pres.

Corollaire 2

Soient f: I — K une fonction continue et xo € I, yp € K.
F: I - K

. . s _ . X
Alors f admet une unique primitive F telle que F(xp) = yp etona: o f FOdt+yo
Xo

Preuve.

Proposition 3

Si f est une fonction continue sur I et F une primitive de f sur I alors:

b
Ya,bel, f f®dt=F(b)-F(a).
a

Preuve.

> Exemple 4: Calculer:
1/2 1

1
Ilzf \/x4+x2,dxet12:f
0 0

——dx.
1+4x2



II Intégration par parties et changement de variable

2.1 Intégration par parties

Proposition 4 : Intégration par parties }

Soient u: I — K et v: I — K deux fonctions de classe C! sur I.

b

b b
\m,bel,f u()v' (Hdt = u@® v —f U (Hv(ndt.

a

Remarque :
e On peut utiliser ce résultat pour calculer des primitives, il suffit de remplacer b par x.
o Cerésultat permet de calculer la primitive de In qui est dans le formulaire.

De facon plus générale, I'intégration par parties est aussi utile pour calculer des intégrales/primitives de fonctions dont
on connait surtout la dérivée (Arctan, Arcsin, ...) Lautre fonction est alors choisie égale a 1.

» Cerésultat peut également permettre d’obtenir des relations de récurrence pour des suites définies avec des intégrales.

Preuve.
O

Méthode 3

Pour calculer les intégrales/primitives de fonctions de la forme x — P(x)e®*, x — P(x) cos(ax),
x— P(x)sin(ax), x — P(x)ch(ax), x — P(x)sh(ax) ou P est une fonction polynomiale, on effectue des intégra-
tions par parties successives (autant que le degré de P) et on dérive P.

o> Exemple 5: Déterminer une primitive de x — Arctan x.

> Exemple 6: Déterminer une primitive de x — x2.e*.
> Exemple 7: Déterminer une primitive de x — 3.
o> Exemple 8: Calculer:

12 :
= f JAICsinG ;.
0

o> Exemple 9: Soit n € N, on définit I'intégrale de Wallis par :

/4

7.,
I, = sin” xdx.
0

Calculer I,,.

2.2 Changement de variable

—{ Proposition 5 : Changement de variable }

Soient I, J deux intervalles non vides non réduits a un point. Soient f : I — K une fonction continue sur I. et
@ : J — I une fonction de classe C! sur J. Alors :
@(b) b ,
Ya,be ], f(x)dx:f flp)e'(Hdt.
p(a) a

On dit qu’on a effectué le changement de variable x = ¢(1).

Preuve.

Méthode 4
Dans la pratique, on pose x = ¢(t) et on déduit: dx = ¢'(f)dt.
Dans l'intégrale :
- onremplace x par ¢(t) dans I'expression de la fonction
- dx devient ¢'(t)dt
- on modifie les bornes de I'intégrale.



> Exemple 10: Calculer:

tVx
sz 1+\/}dx.

Remarque : Il peut arriver que I'on fasse les changements de variables dans le "mauvais sens", c’est-a-dire, avec les notations
précédentes, que 'on n’écrive pas x en fonction de ¢ mais ¢ en fonction de x. C’est possible dans le cas ou1 ¢ est bijective car
cela revient a utiliser la bijection réciproque.

o> Exemple 11: Calculer:

f’”z cos(x)
= ==
0o 2—cos2(x)

> Exemple 12: Calculer:

1
I:f V1-¢2dzt.
0

> Exemple 13: Calculer une primitive de :

> Exemple 14: Calculer une primitive de :



IIT1 Fractions rationnelles

Méthode 5

1
Soient (a, b, ¢) € R3 tels que a # 0. On souhaite calculer une primitive de f : x — T ibiic sur un intervalle o1
ax xX+c

la fonction P : x — ax? + bx + ¢ ne s'annule pas.

Envisageons trois cas suivant le signe du discriminant A = b?> — 4ac de la fonction polynomiale P.
» SiA >0, lafonction polyndmiale P admet deux racines réelles distinctes r1, r» etona:

VxeR, P(x) =alx—r)(x—ro).

On cherche alors deux réels 1; et A, tels que :

1 1 M A2

VxeR\{r,r}, = = + .
i} ax’+bx+c alx-r)(x—r) x-r XxX—r

La fonction x — A;In(]x — r1]) + A2 In (|x — r2|) est alors une primitive de f sur R\ {ry, r,}.
» SiA =0, lafonction polyndémiale P admet une racine double ry etona:

VxeR, P(x)=a(x— ro)z.

Ainsi :
1

VxeR\{ry}, = .
tro} ax’+bx+c alx—rg)?

La fonction x — ——— est une primitive de f sur R\ {ry}.
a(x—rop)

» SiA <0, lafonction polynomiale P n’admet aucune racine réelle.
On écrit alors P sous forme canonique. Soit x € R,

2 , b ¢ b\ ¢ b b\ -A
Px)=ax“"+bx+c=a|x"+—x+—|=al|lx+—| +———|= (x+— +—).
a a 2a a 4a® 2 4a?
-b Vv-=A
Posons @ = — et = —— (possible car —A > 0). On a donc:
2a 2a
ax2+bx+c:a((x—a)2+,62)
Ainsi,
1 1 1 1 1
= —X =
ax®?+bx+c a (x—a)?+p? aﬁz(x—az 1
+
B )

o . 1 X—a R
Ainsi, la fonction x — —'BArctan est une primitive de f sur R.
a

> Exemple 15: Déterminer les primitives de :

1
T2 2x-3
> Exemple 16: Déterminer les primitives de : .
YT a2 —8x+5

> Exemple 17:
1. Montrer que :

VxeR\{m+2kn, ke Z},sinx= I
+

fg dx
0o 2+sinx’

2. Calculer:



Méthode 6

o . . L Ax+p .
De facon plus générale, pour déterminer une primitive de f : x— —————, on écrit:
x2+ax+b
Ax+p A 2x+a ( Aa+ 1
x2+ax+b 2x2+ax+b 2 xX2+ax+b
et on se ramene a la méthode précédente.
> Exemple 18: Déterminer les primitives de :
x+1
X— ——.
4x2—4x+1
> Exemple 19: Montrer que :
3 ax+b

Ja,beR, VXeR, —=x + .
X2 4+2x+2 X2 4+2x+2

En déduire les primitives de la fonction suivante :

x3

X— .
xXc+2x+2
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