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PCSI 1 Devoir a la maisonn® 13: 2025/2026
Arendre pour le : lundi 15 juin
Les résultats doivent étre encadrés.
Si vous ne souhaitez pas étre noté, merci de le préciser sur votre copie.

On désigne par

* net mdesentiers > 0 tels que n<m;

o ETlespace euclidien R" avec son produit scalaire usuel (.|.) et la norme associée |.||;
* ej, j=1,...,m, des éléments non nuls de E satisfaisant une condition de la forme

m
ey VxeE, allx|?< Y (xlej)?
j=1
ou a estunréel >0;
e Tl'endomorphisme de E défini par
m
T(x)=)_ (xleje;.
j=1
1. Donner un exemple simple de famille (e;) satisfaisant une condition de la forme (1).
2. Déterminer le sous-espace vectoriel de E engendré par les e;.

3
3. Onprend n=2,m=3, e =(0,1), e, = (-V3/2,-1/2), e5 = (v3/2,-1/2). Déterminer Y _ (xle;)* et T.
j=1
4. Vérifier que T satisfait (T'(x)|x) = allx|? pour tout x € E et que T est bijectif.
5. Trouver un réel 8 tel que (T~ (x)|x) < Bl x||> pour tout x € E.
On note F I'espace euclidien R™, (fi,..., fi) sa base naturelle, (.|.) son produit scalaire naturel. On définit une appli-
cation linéaire ® : E — F par

m
D(x) =) (xle)) fi.
j=1

On pourra admettre qu’il existe une unique application linéaire ¥ : F — E satisfaisant

(Y(h)|x) = (h|®(x))F pourtous x€ E, he F.

m
6. Vérifier quel'on a, pour he F, ¥(h) = Z hjej, ou h a pour coordonnées (hy,..., hy,) danslabase (fi,..., fn) et Wo® =
j=1
T.

Onpose &; = T~ (e;) et on définit une application linéaire ® = E — F par
_ m
Dx) =) (xI€)) fj.
=1

7. (a) Montrer que :
Vx,y€E, (T(x)|y) = (xITy).

En déduire que :
Vx,y€E, (T" )y = (I T~ (y).

(b) Montrer que ® = ®o T,
(c) En déduire que :
F=Im®e (Im®)*.

8. Soitx€ E,onpose y=®o T (x) = ®(x).
(a) Montrer que ker ¥ = (Im®)~'.
(b) Soit p la projection orthogonale sur ker V.
En déduire que p(y) = 0.
(c) Montrer que :
min_ |1y =zl = 1.

(d) Montrer que:
ye ¥ {x.
m m
(e) Déterminer le minimum des nombres ) hf pour les familles (h;) vérifiant x = Y h jej, et préciser pour quelles
Jj=1 j=1
familles (h;) ce minimum est atteint.
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