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Problème 1 :
On considère la suite définie par :

∀n ∈N∗, Sn =
n∑

k=1

lnk

k
.

1. (a) Etudier la nature de la série
∑

n∈N∗

lnn

n
.

(b) Déterminer un équivalent de (Sn).

2. On considère la suite (un) définie par :

∀n ∈N∗, un = Sn − ln2(n)

2
.

(a) Montrer que la suite (un)n≥3 est décroissante.
(b) En déduire que la suite (un) converge.

Dans la suite, la limite de la suite (un) sera notée l .

3. On considère la suite (An) définie par :

∀n ∈N∗, An =
n∑

k=1
(−1)k−1 ln(k)

k
.

(a) Montrer que :

∀n ∈N∗, A2n = S2n −Sn − ln(2)
n∑

k=1

1

k
.

(b) Montrer qu’il existe un réel γ tel que :
n∑

k=1

1

k
= ln(n)+γ+o(1).

(c) Montrer que la suite (A2n) converge et déterminer sa limite en fonction de γ.
(d) En déduire que la suite (A2n+1) converge et déterminer sa limite en fonction de γ.

(e) Montrer que la série
∑

k∈N∗
(−1)k−1 ln(k)

k
converge et calculer, en fonction de γ :

+∞∑
k=1

(−1)k−1 ln(k)

k
.
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