PCSI 1 Devoir a la maisonn® 7: 2025/2026
Arendre pour le : lundi 2 février
Les résultats doivent étre encadrés.
Si vous ne souhaitez pas étre noté, merci de le préciser sur votre copie.

Probleme 1:
On considere la fonction :
f: R —- R
x +— Arctan(x).
1. (a) Soit neN*, montrer qu'il existe un polyndme P, tel que :

P (x)
My = 1
VxeR, [ (x) = TSIk

et exprimer P, en fonction de P, et P),.
(b) Calculer P;, P, et Ps.
(c) Soit neN*, déterminer le degré et le coefficient dominant de P,,.

2. On considere la fonction :
g: R —- R
x = A+x)f"x) +2xf (x).
(a) Calculer g(x) pour x € R.
(b) Soit n € N*. En calculant g(”) de deux manieres différentes, montrer que :

VxeR, (1+x2) f" 2 x) +2x(n+ D) " V) +nn+1) "7 x) =0.
(¢) En déduire que:
VneN*, Pyio+2(n+1)XPy+nn+1)(1+X>)P, =0.

(d) Montrer que :
VneN*, (1+X*)P)-2(n-1)XP)+n(n-1)P,=0.
3. (a) Montrer que:
YneN', VxeR, f(x) = (n - Dlcos" (F(x)sin (nf(0) + g))'
(b) Soit n =2, déterminer les racines réelles de P;,.
(c) Soit n =2, en déduire la factorisation en produit de polynémes irréductibles dans R[X] de P,,.
4. (a) Soitae C\R, onpose:

¢: R - C

1

]

Soit n € N, déterminer ¢,
(b) Montrer qu’il existe b€ C\R tel que :
1 1 1

VXeR, fl(x) = — | — - ——].
reR [0 Zb(x—b x+b)

(c) Soit n =2, en déduire I'expression de . On simplifiera I'expression obtenue de facon a ne faire apparaitre que
des nombres réels.
(d) En déduire que :
1 Lz n k 1-2k
* — (_1\"— 1 _ n—-1-
YneN*, P,=(-1)""'(n 1).162_0(2,”1)( DX .

5. On défini la suite (1) zen+ par:
n k
YneN*, u, = Zf(—z)
k=1 \I

(a) Etudier les variations de f” et montrer que | f”| admet un maximum M que I'on déterminera.
(b) Soit n € N*, soit k € [[1, n]], montrer que :

k k k?
M) | = m™
(c) En déduire que:
1 1 M 2
VneN* lu,—~|<—+— Y
" o= T k;

(d) En déduire la convergence de (1) ,en+ €t la valeur de sa limite.
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