PCSI 1 Devoir surveillé n® 3 :

Samedi 22 novembre

3h

Les résultats doivent étre encadrés.
Les calculatrices sont interdites.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1:
Soit n € N*. Résoudre I'équation d’inconnue z € C :

n
> 22k =—1.

k=1

Exercice 2 :
1. Montrer qu'il existe a, b, c € R tels que :

1 a
Vtel0,1],

2. En déduire une primitive sur ]0,1[ de :
1

|
12(1-12)

3. En déduire une primitive sur ]0, % [de:
1

_—
2(1-12) 2

b c

1-¢t 1+t

X——
sin?(x) cos(x)

Exercice 3 :
Résoudre sur R** :

x1+xH)y -1-x")y=x.

Probléme1:
On pose :

n-1
VneN*,VzeC, Sy(2) = Y. 2.
k=0

1. Soit z € U,,. Calculer S,(z).
2. (a) Résoudrel’équation d’'inconnue z€ C:

S3(Z) =1.

(b) Déterminer les z € C tels que :

S$3(2) €R.

3. On suppose que z = el

(a) Montrer que: S, (z) = IE—Z

(b) Déterminer le module et un argument de S, (z).
4. Onsupposeque n=3etzeU;_»\{1}.

(a) Calculer S;(z) en fonction de z.
(b) Déterminer le module et un argument de S, (z).

5. On suppose que n = 2. On pose :

E={zeU,[S,(2)| =1}.

(@) Soit ze Uy_1\{1}. Montrer que z€ E.
(b) Soit z€ Uy4+1 \{1}. Montrer que z€ E.
(c) Soitz€e E.
i. Montrer que 2" —1|=|z—1|.
ii. Endéduire que:z"+Zz"=z+7Z.
iii. En déduire z.
(d) Conclure.
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Probleme 2 :
On pose :

1
Vip,q) € N?, I(p,q) =f xPQ-x)9dx.
0

1. (a) Montrer que:

vw¢neN%unq+1y:1ilnp+qu
p+1
(b) En déduire que:
2 p'q!
V(ip,q) N, I(p,q) = (p+q)!1(p+q.0).

(¢) Soit (p,q) € N?, en déduire I'expression de I(p, ) en fonction de p et g.
(d) Soit (p,q) € N?, en déduire la valeur de :
(-D*

L (q
,;]( k)p+k+1'

2. Onpose:VneN,a, = et:

1
I(n,n) X
VxeR, fn(x):anf t"1-n"dzt.
0

Soit n € N.

(@) Calculer f,(1).
(b) Montrer que :
VxeR, f(x)+ fn(1—x)=1.

(c) En déduire la valeur de f,,(%).

Probleme 3 :
Lobjectif de ce probléme est de résoudre le systeme différentielle d’'inconnue (y, z) avec y: R — R et z: R — R dérivables :

(S) Y(x) = =2y(x) - z(x)+cos(x)
Z(x) = y(x)—2z(x)+sin(x)

1. Premiére méthode:
On pose :
VxeR, f(x)=yx) +iz(x).

(a) Montrer que (y, z) est solution de (S) ssi:
fly@-if=e* (E.

(b) Résoudre (E7).

(c) En déduire les solutions de (S).
2. Deuxiéme méthode:

(@) Soit (¥, z) une solution de (S).

i. Montrer que y et z sont deux fois dérivables.
ii. Montrer que y est solution de :

¥y +4y' +5y=2cos(x) -2sin(x)  (Ey).

iii. Résoudre (E>).
(b) En déduire les solutions de (S).



