Corrections:
vacances de printemps

Probleme : Formule de quadrature

(@ o Soit P e Ry[X], il existe a€ R tel que P = a.
Ona Iy(P) = P(0) = aet f, P(x)dx = a.Donc:

1
IO(P)=f P(x)dx.
0

e PosonsP=X,ona: Ij(P)=P0)=0et fol P(x)dx = % Donc:

1
IO(P);éf P(x)dx.
0

¢ Ainsila formule de quadrature Iy(f) = f(0) est d’ordre 0.
(b) e Soit PeR;[X], il existe a,beRtelque P=aX +b.

OnaIO(P):P(%):%+betf01P(x)dx: =4 +b.Donc:

1
0

2
a’ +bx]
1
Iy(P) :f P(x)dx.
0
e Posons P=X2%,ona: Iy(P) = P(%) = i et fol Px)dx = % Donc:

1
IO(P);éf P(x)dx.
0

» Ainsila formule de quadrature Iy(f) = f (%) est d’ordre 1.
(© o SoitP=aX?+bX+ceRy[X],

1 a b a b
IZ(P):f Px=dx<—= Mc+Ai(—+=+c)+ A (a+b+c)=—+—+cC
0 4 2 3 2
A 1 A 1
<:>a(zl+/12—§)+b(71+lg—§)+C(ﬂ,0+ll+/12—l)=0

Dongc, la formule est exacte sur R, [X] ssi :

%+A2—% =0
(S) P+la-% = 0
/10+/11+ﬂ,2—1 = 0
Or:
—%+% =0 L1<—L1—L2 /11 %
S = Aia-2 = o0 —{ 1 = ;
/10+ﬂ,1+ﬂg—1 0 /10 - 6

e Posons P= X3, L(P)=4.0+2.(1)*+1.1="Let [j P(x)dx =1 donc (P) = [y P(x)dx.
e Soit P=aX®+bX?+cX +d ER[X).

L(P)=alL(X%) + L(bX?+cX +d)

1 1
:af xsdx+f (bx* +cx+d) dx
0 0

1
:f P(x)dx.
0



« Posons P= X', (P) = £+ 2.(3)* + §.1= 3 et [y P(x)dx = £ donc ,(P) # [y P(x) dx.
¢ Ainsila formule est d’ordre 3.
2. (@ e @estclairementlinéaire.
o Soit P € ker ¢. Alors P(xp) = -+ = P(x;) = 0 donc P admet au moins n+ 1 racines distinctes. Or deg P < n donc
P=0.
Ainsi ker ¢ = {0} donc ¢ est injective.
e dimR,[X]=n+1=dimR"*.
¢ Donc ¢ est un isomorphisme.
(b) Soit i € [[0, n]], soit L; € R, [X].

0 sij#i
1 sij=i.

=Li=¢10,..,1,..,0).

Vjello,nll, Li(xj)= { = ¢(L;)=(0,...,1,...,0) (le 1 étant en position i)

D’ou1 'existence et I'unicité de L;.

(c) Soit (eg,...,ey) labase canonique de R”. Ona: Vi€ [0, n], L; = (p‘1 (e;).
Or, (ey,...,e,) estune base de R” et (p’l est un isomorphisme.
Ainsi: (Lo, ..., L) = (@~ (ep), ..., (en)) est une base de R,,[ X].

(d)

b

b n n
VPEIRn[X],/ Px)w(x)dx = ZAJ-p(xj)@we[[o,n]],f Lixwx)dx= ) A;Li(x;)
a j=0 a j=0

b n
car (Lg,...,Ly) estune base de R, [x] et P — f P(x)w(x)dx,P— Z AjP(x;) sont linéaires.
a j=0

b
<:>Vi€[[0,n]],f Lix)w(x)dx=A;

a

b
= Vjelo,nl], Ajzf Li(x)w(x)dx.

() e Lgestdedegréinférieur ou égal a 2 et admet % et 1 comme racines donc Lo = A(X — %)(X -1, eR.
De plus Ly(0) =1 donc A = 2. Ainsi :
1
Lo=2(X-2)(X-1)= 2X%-3X+1.

¢ L; estde degré inférieur ou égal a 2 et admet 0 et 1 comme racines donc L1 = AX(X-1), 1 eR.
De plus L (3) = 1 donc A = —4. Ainsi :
Ly =-4X—-(X-1)=—-4X*+4X.

e L, estde degré inférieur ou égal a 2 et admet 0 et % comme racines donc L, = A X(X — %), AeR.
De plus Ly (1) =1 donc A = 2. Ainsi :

1
Ly=2X(X - 5) =2X%-X.

.AOZIILO(X)dx:%_%_,_l:%
_ T5,2005

e M= folidr=-3+4=2

°12:f0L2(x)dx=%_%=é

3. (@) Soit P € Ry[X]. On effectue le changement de variable y = (d—c)x+c,onady = (d - c)dx.
d 1
f P(y)dyzf P((d-c)x+c¢).(d-c)dx
c 0

1
=(d- c)f Qx)dxouQ(X)=P(d-c)X +c) eRz[X]
0

_d-c (Q(O)+Q(1)+4Q(1))
"6 2

d-c c+d
= —(P(c)+P(d)+4P( ))
6 2

b) i e festC3donch»—»fcc+hf(y)dyest63eth~f(c+§) est C3, donc @ est C2 sur [0,d — c].
e Soithe[0,d—cl],

<I>'(h)=f(c+h)—é(f(c)+f(c+h)+4f(c+g)—g(f’(c+h)+2f’(c+g)

=—é(f(c)—5f(c+h)+4f(c+g)—g(f’(c+h)+2f'(c+g)



@' (h) = §f’(c+ h) - lf’(c+ ﬁ) —%(f’(c+ h)+2f’(c+g)— g(f”(c+ h)+f”(c+g)

6 3 2
_g ! _g ! E_E 1 1! ﬁ
—3f(c+h) 3f(c+2) 6(f (c+h)+f(c+2)

" _g 1 _l 1 ﬁ _l 1 1 ﬁ _ﬁ 1" l " ﬁ
()] (h)—gf (c+h) 3f (c+—=) 6(f (c+h)+f (c+2) 6(f (c+h)+2f (c+2)

2

Ly _1 1 ﬁ _E 111 1 1" E
:Ef (c+h) 2f (c+—=) 6(f (c+h)+2f (c+2)

2

ii. o festC®surlesegment [a,b] donc f" est continue sur le segment [a, b]. Donc, d’aprés le théoréme des

bornes atteintes, il existe k € R* tel que: Vx € [a, b], | "' (x)| < k.
« De plus, d’apres I'inégalité des accroissements ﬁnls Vx,y€la,bl, |If"(x)— "yl < klx-yl.
e Ainsi, soit h € [0,d —c],

"y < LN
0" ()] = S hl(c+h) = (c+ ]+ < (k+ 2 K)

kh kh
<—+—
4 4

k
<MH avec m = E
iii. Soit he [0,d —c],
h
|®" (h) —®"(0)| = If " (1) dt|
0
h
sf 1" ()| dt
0

h Mh2
sf Mtdt= .
0 2

Or @"(0) =0donc:
" 2
|®" (h)| < ?h

iv. e Soithe[0,d—c],ona®'(0) = Odonc
' (B)| = | [ ®" (1) dt| < M [ £ dr < M
e Soithe[0,d—c],ona®(0) = Odonc
4
|<I>(h)|=|f0h<1>”(t)dt|5Mf0 Ear< M Ajnsi: |@(d - o) < MAza,
Donc:

f()dy—— fo+ f@+ar[ 4| < Ma- o,
24

(c) Posons:Vie€[0,n—1],c; =a+i% et d; =a+(i+1)b;n“.

Soit i € [0, n— 1]}, comme C’;di =a+(i+ %)b;n“, on a, d’apres la question précédente :
b 1. b-a M (b-a)*
f f(y)dy——(f(cl)+f(dl)+4f(a+(z+—) ))‘Sﬂ prat

n-1 pd;
Deplus, co=a, Vie[0,n—1], d; = ¢j+1, dyn—1 = b, donc: f fdy= Z f(y)dy Ainsi :
i=0

(f f(y)dy——fi)‘

i b-a
[Mrma-2s

b b_an—l
‘L f(y)dy—vi;ofi

||M|




