Correction : Séance 6

[~ | Correction de la séance 6 () :

= n
x= 1. Déterminer la limite de P quand 7 tend vers l'infini.

1
2. Déterminer la limite de Z In(1+ k) quand 7 tend vers I'infini.

k=1
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1. = =— (— ) avec f: x— % contlnue sur [0, 1].
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Donc, par somme de Rlemann :
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f fx)dx=[n1+ x)]o =In2.

2. Comme In(1 + ﬁ) =In(n+ k+1)-In(n+ k), on obtient, par télescopage :
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Ainsi :
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06
x= Existe-t-il des solutions sur R de I'équation différentielle y’sin x + ycos x = sin® x2

v

- Soit k€ Z, on résout : y’+ Sexy=sinxsurlkn, (k+ Dl (Eg).
- Une primitive de x — £ sur ]k, (k+1)7[ est x — In|sin x|.
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sinx

—In|sinx| _

Ainsi les solutions de y + 222y =0surkn, (k+ 1)x[sont: x— Are Ak €R, soit :

\smx\’
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X — ‘—k, /'lk eR.
S.

— D’apres la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliére de (Ey) de la

frifc) avec Ay dérivable. On a :

form cxe— A
orme y:x— 5

/

cosx x
d y =sinx < Yxelkn, (k+ D[, —~
sinx

- =sinx
sinx

. 1—cos(2x)

= Vxelkn, (k+ Drl, V' (x) =sin®(x) = —
) £ sin(2x)
Donc: Ag:x— 35— Sm( I convient et y: x — 2——i— = ;L _ L8 eg¢ solution particuliere de (E).
- Doncles solutions de (Ek) sont :
( A 1 cosx
xX— (= —_—
v  sinx 2
Or y a une limite finie en kz* ssi Ay = —% et y a une limite finie en ((k+ 1))~ ssi Ay = —UH%. Donc y

n’a pas de limite finie en k7" eten ((k+ 1)) ~.
Ainsi, il n’y a pas de solution continue sur R.
Donc I'équation n’a pas de solution sur R.
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el
x= Soit P € R[X] scindé a racines simples. Montrer que Vx € R, P(x)P"(x) < P'(x)%.

v

Soient 11,...,1, les racines réelles simples de P. La décomposition en éléments simples de F =
la forme :

avec aq,...,a €R.
Soit k € [1, n]], en multipliant par X — A4 et en évaluanten Ay, ona:
P'(Ax)
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jell,nl\ ik}

A =

est de

Or:P=(X-Ap)QouQ= ]_[ (X—Aj)ainsi: P' = Q+(X-A)Q".Donc P'(Ax) = Q(Ar) etdonc: ay = 1.

jell,n]\{k}
Ainsi : i
P’
== kg
, n
Donc:VxeR\{Ay,..., .}, i’,((;‘)) Z kAinsi,endérivant:
P"(x)P(x) -

VXER\{A'II"'V/’LH})

(P"? (x) 1
P(x)? g (x— ]Lk)z

Donc Vx € R\ {A1,...,A,}, P"(x)P(x) < (P")?(x). De plus, cette inégalité est vraie pour x € {1;,...,

P(x) =0donc:
VxeR, P(x)P"(x) < P'(x)>.
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