Révisions
PCSI1

Mathématiques

Lycée Saint-Louis
2025-2026







Table des matieres

|1 Classiques en algebre linéaire|

|2 Polynomes de Lagrange]
i3 Suites récurrentes|

|4 Dénombrement et probabilités|

5 Théoreme de Césaro|

|6 Polynomes de Tchebychev |

7 Equations fonctionnelles|

[8_Déterminants|

|9 Limites d’intégrales|

|10 Probabilités, espérance et variance|

|11 Compléments sur les séries numériques|

|12 Deux themes : la trace et une somme de série classique]

[T3 Difficiles en algébre linéaire|

14 Proble TDé : ries
(15 Probleme : Probabilité ices
|16 Probleme complet d’algebre|

7 Jeuxi

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

32

36



Séance

Classiques en algebre linéaire

—
x= Exercice de calcul (Chapitre 16, exemple 5)
Calculer le développement limité des fonctions suivantes :

1. f:x+~ cos(x).ch(x)al'ordre 4 au voisinage de 0,
2. f:x—V1+xIn(1+ x)alordre 2 au voisinage de 0.

© mégalits
f: ®)? — R
On pose : e—[2x . Montrer qu’il existe une fonction g € CORY) telle que : V(x,1) € (R)2, If(x, D) < g(1) et
0 = —
0 1+12
g(t) l‘—:—oo ?
P o, ‘/
EXencise.
BAS Exercice 1 (Chapitre 19, exemple 2)
Soit f € L(E) tel que :

VxeE, A ek, f(x) = A x.

Montrer que f est une homothétie.

AS Exercice 2 (Chapitre 12, exercice 8)
Déterminer :
{MeM,K),VAe M,(K), AM = MA}.

> )
&y |
2AS Exercice 3 (Chapitre 19, exemple 12)
Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension 7. Pour tout p € N, on note :

K, =kerfPetl,=Imf?,

ot fP=fofor-of.



1. Montrer que :
VpeN, Ky cKpi1 et Ipi1 < Ip.

2. Montrer qu’il existe un plus petit entier naturel r < n tel que K = K;41.

3. Montrer que :
Ir = Ir+1

4. Montrer que :
VpeN, Ky = Kryp, Iy = Ir1p.

5. Montrer que :
E=K oI,

@\’
‘j Exercice 4 (Chapitre 19, exercice 13)
Soit E un K-espace vectoriel, soient f, g € L(E) tels que fo g = go f. Montrer que Ker f et Im f sont stables par g.

@\’

‘.) Exercice 5 (Chapitre 20, exemple 11)
On note C la base canonique de Rs et B = ((1,3,1),(1,0,-2),(0,1,-1)).
On considére 'endomorphisme de R3 défini par :

u: R - RS
(x,,2) — (10x—y-—2z,-6x+9y—3z,-2x—y+11z)
. Vérifier que B est une base de R3.

. Déterminer Matc(u). On note A = Mat¢ (u).
. Déterminer Matg(u). On note B = Matg(u).

=W N

. Calculer A” pour n e N.




Séance

<

x= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 8) /))

Polyn6mes de Lagrange

Résoudre I'équation différentielle sur R™* :
xy'+y = cos(x).

© mégalits
fou: R — R
On pose, pour tout n € N* : _ X . Montrer qu'’il existe une suite (1) ,en* telle que :
n(l+ n2x)
VYneN*, VxeR", |f,(x)| < u, et ¥ u, converge.

<P

&

A9 Exercice 6 (Chapitre 19, exercice 21)
Soit n € N*, soient ay,..., a,+1 des éléments deux a deux distincts de K.

1. On consideére I'application :
¢ KuX] — K1
P ~ (P(a),...,Plan+1)) ~
Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. Onnote (e, ..., e,+1) la base canonique de K", Pour k € [1,n+ 1], on pose Ly = (p’l(ek).
Montrer que (L1,...,L;+1) est une base de [ ,[X] et donner I'expression de L en fonction de ay,...,dn+1.

3. Soit P € K, [X], déterminer les coordonnées de P dans la base (L1,...,L;+1).

Probléme 1 ( Probleme fait en classe )

1. Dans cette partie, on se fixe n € N* et on se donne ay, ..., a, des réels deux a deux distincts.
On définit pour tout i € [1,n] :
[T x-ap

C_ JelLnni
b (a;—aj)’

jel,nl\)

Les polynémes L,,..., L, sont appelés les polynomes d’interpolation de Lagrange aux points xi, ..., X,.
SiietkeN,lesymbole de Kronecker est noté §; j = { (1) : i i Z

(@) Soiti€[1,n], déterminer le degré de L;.



(b) Montrer que :
Vi,kell,nl, Li(ap) =6,k

n
(c) Soit P € R,,—1[X], monter qu’il existe un unique (A4,...,1,) € R" tel que P = Z AiL;.
i=1
Déterminer la valeur de (11, ...,1;).

(d) Déduire des questions précédentes que pour tout (xj,..., X,) € R", il existe un unique polynéme Q € R,_;[X] tel que
pour tout k € [1, nl, Q(ag) = xk.
n
(e) Onpose ® = [] (X —ay).
k=1
i. Montrer que :
Vie(1,n], ®'(a;) #0.

ii. Soit (x1,...,x,) € R™. Soit Q le polynéme défini a la question 1.d.
Montrer que :

. [[ X-ap
3 jelln\ti)
Q(X)—izzlxl—q),mi) :

2. Si f estune fonction continue de [—1, 1] dans R, justifier I'existence de IPalx1 ]I f@l.
te[-1,

3. Pour une fonction continue f: [-1,1] — R, on notera || f|loo = Iflaixl]lf(t)l.
te[-1,
Dans cette partie, on fixe n € N* et on se donne f:[-1,1] — R de classe C".

On se donne ay,..., a, des éléments de [—1, 1] deux a deux distincts.
On note P 'unique polyndme de R,,_; [X] tel que :

Vie[l,nl, Pai) = f(ai)

(on a prouvé l'existence et l'unicité dans la partie précédente).
n
Onnote ® = [[ (X —a;).
i=1

(@) Soitg:x— f(x)—P(x)—A®(x), A €R. Dans cette question, on fixe t € [-1,1]\{a,..., a,}.
i. Montrer qu’il est possible de choisir A tel que ¢(#) = 0. On fixe ainsi A dans la suite de cette question.
ii. Montrer que ¢ s’annule 7 + 1 fois au moins sur [-1,1]. En déduire que ¢’ s’annule au moins 7 fois sur [-1,1].
iii. En déduire que <p(") s’annule au moins une fois sur [—1,1]. On note a un réel de [—1,1] ol (,0(”) s’annule.

(n)
iv. En déduire que f(#) — P(¢) = %@(t).

M,
(b) Déduire de la question précédente que pour tout ¢t € [-1,1], | f(£) — P(#)| < —'"Id)(t)l, ot My, = | £ llso-
n!

é@\,
J) Exercice 7 (Chapitre 25, exemple 15)

Soit E = R,[X], soient ay, ..., a, des réels distincts. On pose :

VYPQEE, (PIQ =) P(ar)Qay).
k=0

Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur E.
Déterminer une base orthonormée de E.

Soit F ={P € E, ¥.}_, P(ax) = 0}. Déterminer F-.
Soit Q € E, calculer d(Q, F).

W N



Séance

Suites récurrentes

Qs
x= Exercice de calcul (Chapitre 6, exemple 18)

Soit n e N*.

Calculer avec deux méthodes différentes :

n
2]
k=0
© mégalits
f: lablxRT — R
Soient a,b € R** tels que a < b. On pose : e~’x . Montrer qu'il existe une fonction 1 € C°(R*) telle que :
L —
(0 1+¢2
of 1
V(x, 1) €la bl xR, |==(x,|<h@®eth(t) = o|=]|
ox t—+oo | 2

LR
)
23S Exercice 8 (Chapitre 11, exercice 27)
Etudier les suites réelles définies par :
2

3
upeRetVneNN, un+1=E+un.

ay

S Exercice9 (Chapitre 14, exercice 21)
On définit la suite (u,) par:

1
UpeER,VneN, uys =2+§sinun.

Etudier la convergence de (u,,).




E
Probléme 2 ( Devoir libre 12)

1. On considere la fonction :
u: [0,+oof — R
X — xX3+2x-6
(a) Montrer que u réalise une bijection de [0, +oo[ vers un intervalle que I'on précisera.
(b) Montrer qu'il existe un unique « € [0, +oo[ tel que :

u(a) =0.

(c) Montrer que « € [1,2].
2. On considere la suite (1) ,en définie par :
up € [1,al
VneN, u =—.
n+1 2 N u%
(@) Que peut-on dire de la suite (u,) ,en dans le cas particulier ol up = a? (On justifiera rigoureusement la réponse.)
On suppose dans toute la suite du probléme que ug € [1, al.
(b) On considere la fonction :
f: 0,400 — R

X 2+x2

Etablir le tableau de variations de f.
On précisera les valeurs de f (1), f(a) et f(2).

() i. Montrer que la suite (u25,) nen €St contenue dans [1, a|.
ii. Un calcul qui n’est pas demandé montre que :

_(x—1)(x—2)(x3+2x—6)
2+x%)2+18

Vx€[0,+ool, fof(x)—x=

Montrer que (u2,) nen €St décroissante.
iii. Montrer que (u2,),en converge vers une limite que ’on précisera.
(d) Montrer que la suite (12,,+1) nen €St : contenue dans |a, 2], croissante et converge vers une limite que I'on précisera.
(e) Que peut-on en conclure pour la suite (u,) ;e €n termes de convergence ?




Séance

Dénombrement et probabilités

+ =
x= Exercice de calcul (Chapitre 16, exemple 7)
Calculer le développement limité des fonctions suivantes :

. — 3 p-Y ) .
1. f:x— Arctan (x”) al'ordre 8 au voisinage de 0, 3. frx—\1+ V1 +4sinx al'ordre 2 au voisinage de 0,
2. f:x— (cosx)* alordre 4 au voisinage de 0, 4. f:x— cos(sinx) al’ordre 6 au voisinage de 0.
© mégalits
fo: [L+oo[ — R
On pose, pour tout n € N* : x2 . Montrer qu’il existe une suite (i) en telle que :
x ——
1+ n?x?

VneN, Vxe[l,+oo],

[n(0)| < uy et ¥ u,, converge.

‘Ex;qsf'
BAS Exercice 10 (Chapitre 21, exemple 7)
On veut distribuer 7 prospectus dans 10 boites aux lettres nominatives. Combien y a-t-il de possibilités si :
1. on met au plus un prospectus par boite et les prospectus sont identiques?
2. on met au plus un prospectus par boite et les prospectus sont tous différents?
3. on met un nombre quelconque de prospectus par boite et les prospectus sont tous différents?
4

. on met un nombre quelconque de prospectus par boite et les prospectus sont identiques?

)
1N Exercice 11 (Chapitre 22, exemple 4)
Deux urnes A et B contiennent respectivement 6 boules blanches et 5 noires d'une part, 4 blanches et 8 noires d’autre part. On
transfére au hasard deux boules de I'urne B dans 'urne A puis on tire au hasard une boule dans 'urne A.

1. Déterminer la probabilité que la boule tirée soit blanche.

2. Déterminer la probabilité que 'une au moins des deux boules transférées soit blanche sachant que la boule tirée était
blanche.




Y

BAS Exercice 12 (Chapitre 22, exemple 8)
n candidats passent un examen. La probabilité de réussite pour chaque candidat est p. En cas d’échec, le candidat repasse un
examen de rattrapage avec la méme probabilité de réussite p. Quelle est la loi du nombre de candidats ayant réussi a 'issue des
deux épreuves?




Séance

Théoreme de Césaro

x= Exercice de calcul (Chapitre 12, exemple 7)

0 1 1
Soit A= (1 0 1). Calculer A" pour neN.
1 10

© mégalits
f: ®)? — R af
On pose : x5 tsin(xt) . Montrer qu’il existe une fonction g € C°(R*) telle que : V(x, 1) € (R™)?, I (x, )| <g(r) et
’ (1+ 1272 x
g(t) t—:—oo ?

&

A

Exercice 13 (Chapitre 11, exemple 5)

n
Soit (1) nen+ une suite réelle qui converge vers [ € R. On pose: VneN*, v, = — Z Ug.
Montrer que la suite (v,) ,en* converge vers .

n k=1
Ce résultat s’appelle le théoréme de Césaro.

Probléme 3 (Révisions Noél )

A toute suite réelle (1) zen*, On associe la suite (vy,) nen+ définie par:

M=

1
Vnel\l*,vn:; Ug.

k=1

On admet le théoreme de Césaro (exemple 5 du cours) : sila suite (u,,) ,en+ converge vers [ € R, alors la suite (v,,) nen+ CcOnverge
vers 1.

1. On considere la suite définie par :

Xn(1+xp)
xp=letVneN* x4 = — "
1+2x,
(a) Montrer que pourtoutn=2,0<x,<1.
(b) Montrer que la suite (x;)zen* €St décroissante.

(c) Lasuite (x,)en+ est-elle convergente? Si oui, déterminer sa limite.

10




(d) Vérifier que, pour tout ne N* :
1 1 1

Xn+1 Xn  Xp+1

(e) Pour tout n € N*, on pose :
1 1

Xn+1  Xn

Up =

Montrer que (¢45) nen+ cOnverge vers 1.
(f) Soit n € N*, exprimer v, en fonction de n, x,+; et x;. En déduire que :

lim nx,=1.
n—+oo

2. Soit (x;) en+ une suite réelle.

(a) On suppose que la suite (x,) ,en+ converge. Montrer que la suite (x,+1 — X5) neny* CcOnverge.
(b) On suppose que la suite (x,+1 — X,) e+ converge vers un nombre réel [.

i. Montrer que la suite (32) .. converge et préciser sa limite.

.. . N* ™, N
ii. Etudier la convergence de Ta suite (x5) nen+ dansle cas o [ #0.
iii. Dansle cas ol1 [ =0, la suite (x,),en+ est-elle nécessairement convergente?

3. Dans cette question, on pose :
vneN*, u,=(-1D"

(a) Etudier la convergence de la suite (v,,) pens -
(b) Conclure quand a la validité de la réciproque de la proposition énoncée a la question 1.(b).

4. Dans cette question, on suppose que la suite () ,en+ €St croissante et que la suite (v;,) ,en* converge.

(a) Démontrer, pour tout n € N*, I'inégalité :

2n

NUpy < Z Ug.
k=n+1

(b) En déduire que, pour tout n=1, up41 <202, — Up.
(c) Etablir la convergence de la suite (u,) ,en+ et préciser la limite.
(d) Qu’a-t-on démontré?




Séance

Polynomes de Tchebychev

—_—
x= Exercice de calcul (Chapitre 8, exemple 18)
Déterminer les primitives de :

x+1
4x%2—4x+1
© meégalits
fu: 10,11 — R
On pose, pour tout n € N : . nx . Montrer qu’il existe c > 0telque: VneN, Vx € [0,1], |fn (X)’ <cyn.
1+ n2x*
&
BAT Exercice 14 (Chapitre 15, exercice 16)
On définit une suite de polyndémes par :
To=1T; =X,

VneN, Ty =2XThe1 — Ty

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de T7,.
2. Soit n € N. Montrer que T, est 'unique polynéme vérifiant :

VO e R, T, (cosB) = cos(nb).

3. Déterminer les racines de Tj,.

Probléme 4 ( Nouveau probleme, d’'apreés Centrale PC 2022 )
Soient n € N* et (ay, ..., a,) une famille de n réels deux a deux distincts.
Pour tout i dans [[1, n]], on note L; le polyndme de degré n — 1 défini par :

n X—a;

LiX)=[]—=.
j=1 aj—daj
Jj#i

On dit que Ly, ..., L, sontles polyndmes de Lagrange associés a ay, ..., a,.

1. Polyndomes de Lagrange

(a) Montrer que, pour tout i et k dans [[1, n]],
1 sik=i
Litaw) = { 0 sinon

12



(b) Montrer que, pour tout P € R,,_1[X],
n
P=) P(a)L;.
i=1
(c) Montrer que, pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal a n—2,

n
y ——— Pla) _ 0.

i=1
(al

T :|:

2. Polynémes de Tchebychev

Soit n € N*. On pose
ln/2]

Tp(X) = Z( 1)”( )X”‘Zpu—xz)l’.

(a) En développant (1 + x)” pour deux réels x bien choisis, montrer que

Lnlzj( n )
Y =2"1

p=0 2p

(b) Montrer que T, est un polyndome de degré n. Expliciter le coefficient dominant de T3,.
(c) Montrer que T, est'unique polynéme a coefficients réels vérifiant la relation

VO €eR, Ty, (cos(0)) = cos(nb).

On pourra utiliser la formule de Moivre.
2k-1n
(d) Pour k € [[1, n]], on pose xj = cos ) Montrer que
n

n
Tp(X)=2""" [T (X —xp)
k=1
3. Une premiere inégalité

Soit n € N* et W un polynéme unitaire (c’est-a-dire de coefficient dominant 1) de degré n. Lobjectif de cette question est
de montrer que

sup |[W(x)|=
xel-1,1] 2n-1

(6.1)

puis d’étudier dans quel cas il y a égalité.

(a) Montrer que sup |7j(x)|=1.En déduire un polynéme unitaire de degré n réalisant le cas d’égalité dans (1).
xe[-1,1]

1 kn
On pose Q = T — W et, pour tout k € [[0, n]], z; = cos 7 .
(b) Montrer que Q est un polyndme de degré inférieur ou égala n—1.
(c) Dans cette question, on montre (1) par I’absurde. On suppose donc que sup |[W(x)| < —— T
xe[-1,1]
i. Montrer que, pour tout k € [[0, n]], Q(z) > 0 si k est pair et Q(z;) <0si k est 1mpa1r.

ii. Montrer que, pour tout k € [[0, n — 1]], il existe ¢ €]zk+1, 2k [ tel que Q(cy) =
iii. En déduire une contradiction et conclure.

(d) Onsuppose maintenantque sup |[W(x)|=——
xel-1,1] 2
i. Montrer que, pour tout k € [[0, n]],
Q(zg)
—_—=
n
[TGe-2))
j=0
j#k
1
ii. En déduire que Q =0, puis que W = o1 —Ty.

On pourra considérer la somme des inégalités de la question précédente et exploiter la question 1.(c) appliquée
a des données convenables.



Séance

Equations fonctionnelles

as
x= Exercice de calcul (Chapitre 7, exemple 12)
Soit n € N, soit ¢ € R. Calculer :

n n
Z cos(kt) et Z sin(kt).
k=0 k=0

© 1mégalite
fn: R - R

On pose, pour tout n € N* : nx® . Montrer qu'il existe une suite (i) ,en+ telle que :
X —

1+ nx?
VneN*, VxeR, |fn(X)—x| <uyetlimu, =0.

Probleme 5 (Devoir libre 15)

Le but de ce probléme est de déterminer toutes les applications f € C°(R) telles que :
VX, yeR, f(x+y)=f)+ f() +xy.

Soit f une telle application.
1. Calculer f(0).

2. Montrer que :
VxeR, f(—x) = —f(x) + x°.

3. Montrer que:
1 1
VxeR,VrneN, f(nx)=nf(x) - Enx2 + Enzxz.

4. Montrer que :

1 1
VxeR,VneZ, f(nx) :nf(x)—Enx2+En2x2.

5. Montrer que :
1 1
VxeQ, f(x)= Exz - zx+f(1)x.

6. En déduire qu’il existe 1 € R tel que :
1
VxeR, f(x)= Exz + Ax.

7. Conclure.

14



Probléme 6 ( Devoir libre 15)

Soit I un intervalle de R.
On cherche les fonctions f définies et continues sur I vérifiant la relation :

vxyel fo+fw=2f()

Premiere méthode :

Ici I =R. On note E I'’ensemble des fonctions définies et continues sur R vérifiant (1).
1. Montrer que E # @.

2. Soit f € E. Montrer que la fonction g: x— f(x) — f(0) est un élément de E.

3. Soit f € E tel que f(0) =0. On pose a = f(1).

(@)
(b)
(c
(d
(e)

®

(8

Etudier la parité de f.
Montrer que: VxeR, f(x+2)=2f(x+1) — f(x).
En déduire que, pour tout me Z, f(m) = am.
Montrer que: VpeN, f(55) = azy.
Onnote D = {2%, neZ,peN}. Montrer que: Vx € D, f(x) = ax.
Soit xy € R. On considere la suite (u,) ,en définie par: VreN, u, =
i. Vérifier que cette suite est a valeurs dans D.
ii. Alaide d’encadrements, démontrer que cette suite converge et donner sa limite.
iii. En déduire I'expression de f(xg).
Conclure : quel est 'ensemble E?

[2"xp)
n

Seconde méthode :

Ici I =[0,1]. On veut déterminer I’ensemble E’ des fonctions définies et continues sur [0, 1] vérifiant (1).
4. Montrer que :

Vxel0,1],2x€[0,1] ou2x—1€[0,1].

5. Soit f € E'. On suppose que f(0) = f(1).
(a) Montrer qu'il existe ¢, d € [0,1] tels que :

Vxe[0,1], f(d) < f(x) < f(c).

(b) On suppose dans cette question que ¢, d € [O, %] En utilisant la question 4., montrer que f(0) = f(c) = f(d).

Qu’en déduire pour f?

(c) Que se passe-t-il dans les autres cas?
6. Soit f € E'. On consideére enfin h: x — f(x) — (f(1) — f(0))x. Montrer que h vérifie la relation (1), puis que h est constante.
7. Conclure : quel est 'ensemble E'?

\
e

———= g




Séance

Déterminants

ok am
x= Exercice de calcul (Chapitre 16, exemple 8)
Calculer le développement limité des fonctions suivantes :
1 fix cosx
e 1+sinx

2
X
2. fix— al’ordre 3 au voisinage de 0,
f sh2x g

al'ordre 3 au voisinage de 0,

e*—1-x _ | ..
3. f:x— ——— al'ordre 2 au voisinage de 0.
In(1+ x)

© mégalite
u: lablx[0,1] — R P
21442 u .
e~*"(1+7%)  Montrer que — est bornée.

x,t) - — 0x
(x, 1) 1+¢2

Soient a, b € R* tels que a < b. On pose :

é@\'
J) Exercice 15 (Chapitre 24, exemple 8)

Soient xi,...,x, € K. Montrer que :

1 x x5 ... 1!
2 n-1
I x x5 ... X
= l_[ (xj—x3)
. . . . l<i<jsn
1 x, x2 ... x1

n
Ce déterminant est appelé déterminant de Vandermonde.

Probléme 7 ( Probleme fait en classe )
Dans tout le probléme, E désigne un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (|.).

Partiel :

1. Soient u, v € E. On note :
(ulw)  (ulv)
(vlw)  (vlv)

Montrer que G(u, v) = 0. A quelle condition a-t-on G(u, v) =0?

Gram(u,v) = ( ) et G(u, v) =det(Gram(u, v)).

16



2. Soient u, v, w € E. On note :
(uly)  (ulv) (ulw)

Gram(u,v,w)=| wlw wlv) @wlw)
(whw (wly) (wlw)
et G(u, v, w) =det(Gram(u, v, w)).

(a) On suppose, dans cette question, que w est orthogonal a u et v.
Exprimer G(u, v, w) en fonction de G(u, v).
(b) On suppose, dans cette question, que w est combinaison linéaire de u et v.
Calculer G(u, v, w).
(c) On suppose, dans cette question, que w = ¢ + n avec t combinaison linéaire de u et v, et n orthogonal a u et v.
Montrer que :
G(u, v, w) = |nlI*G(u, v).

(d) Etablir’équivalence :
(u, v, w) libre ssi G(u, v, w) # 0.

Partie 2:

Soit n = 2, soient uy,...,u, € E.
On pose :
Gram(uy,...,u,) = ((uiluj))i,je[[l,n]] e MR

et G(uq,..., uy) =det(Gram(uy,..., u,)).

1. Montrer que sila famille (v, ..., u,) estliée, alors G(uy, ..., u,) =0.
2. On suppose, dans cette question, que la famille (u;,..., u,) estlibre.
Soit (ey, ..., e,) une base orthonormée de Vect (uy, ..., uy,).
Soit A = (a;,;) la matrice de passage de la base (ey,...,e,) alabase (uy,..., uy).
(a) Exprimer (u;|u;) al'aide des coefficients de la matrice A.
(b) Montrer que Gram(uy,..., U,) = TAA.
(c) En déduire que :
G(uy,...,uy) >0.
3. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p et soit (e, ..., ep) une base de F. Soit x € E.

(@) En écrivant x=y+navecye Fetne F , montrer que :
d(x,F) = ||l’l||

(b) Montrer que :
G(uy,..., Uy, Xx)
dx,F) = DA e iy
G(uy,...,up)
Partie 3 :

1. Onpose:
1
VP,QER[X]AP(P,Q)ZIO P(HQ) dr.

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

2. Désormais, on munit R[X] de ce produit scalaire et on note (P|Q) au lieu de ¢ (P, Q) le produit scalaire de deux éléments P
et Q de R[X].
On pose :

1
d= inf | (*-(at+b)?dt.
a,beR Jo

(a) Interpréter d al’aide de la distance d'un vecteur a un sous-espace vectoriel de E a préciser.
(b) Calculer les déterminants :

et

O = | =0 | =

QO |t | =
W =0 [ =D =

QO | =

DN | =

(c) Donner lavaleur de d.



Séance

Limites d’intégrales

5kt o
x= Exercice de calcul (Chapitre 25, exemple 11)
Soit E = R; [X] muni du produit scalaire défini par :

1
VPQeE,<PQ >=f tP(HQ(1) dt.
0

Orthonormaliser la base canonique de E.

© mégalite
fa: R — R
On pose, pour tout n € N : x" . Montrer qu'il existe une fonction g € C°(R*) telle que :
* X241
VneN, YxeR", |fu(x)] =g etglr) ~ =

@\'
J) Exercice 16 (Chapitre 18, exemple 1)
Soit f € C°([0,1]). Montrer que :

1
lim t"f(t)dt=0.

n—+oo 0

é@\,
J) Exercice 17 (Chapitre 18, exemple 2)

Soient a < b. Soit f une fonction de classe C' sur [a, b]. Montrer le lemme de Lebesgue :

b
lim f f(®)sin(nt)dt =0.
n—+oo J,

é@\,
J) Exercice 18 (Chapitre 18, exemple 3)

Calculer :
2x et

x—0Jx

18



N
‘a._é! Exercice 19 (Chapitre 18, exercice 11)
Soit f € CY([0, +ool) telle que limy_. o, f(x) = [ER.
Soit F:]0, +oco[— R, x — %foxf(t)dt. Montrer que :

lim F(x)=1.
X—+00
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Probabilités, espérance et variance

+ =
x= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 14)
Résoudre I'équation différentielle suivante sur R :

y'+4xy + B+4xH)y=0.

2
On pourra poser z = e* y.

© mégalits
f: la,+oo[xR** — R
Soit a > 0. On pose : x5 e *!sin(f) . Montrer qu'il existe une fonction g € COR*™) telle que : VY(x,1) €
X, - —
t
[a, +oo[xRT* g(x Hl<g®etg(t) = o 1
' lox =8 8, S0\ 2 )

é@\,
J) Exercice 20 (Chapitre 23, exemple 2)

Une personne écrit a une autre pendant un an (365 jours) selon la régle suivante :
e lejour del’an, il écrit de fagon certaine,
e s’ilaécritlejour i, il écrira le jour suivant avec une probabilité %,

e s’iln’'a pas écrit le jour i, il écrira le jour suivant de facon certaine.
Soit X; la variable aléatoire valant 1 si une lettre a été écrite le jour i et 0 sinon.

1. Exprimer P(X;+; = 1) en fonction de P(X; = 1).
2. En déduire la loi de X; pour i € [1,365].
3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de lettres écrites dans I’année. Déterminer I'espérance de X.

AR\,
‘Xﬂm
1N Exercice 21 (Chapitre 23, exemple 11)
Soit (X,;) »=1 une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes avec X, suivant une loi de Bernoulli de parameétre p,,.
Montrer que pour toute >0
Xi+-+X
n

lim P

n—+oo

1 n
—Z;Pi

20



a\)

EAS Exercice 22 (Chapitre 23, exercice 9)
On effectue une succession infinie de lancers d'une piece équilibrée. A chaque lancer, a partir du deuxiéme, si le cdté obtenu est
différent du c6té obtenu au lancer précédent, on marque un point.
Pour n = 2, soit X, la variable aléatoire égale au nombre de points obtenus a I'issu de n lancers.

1. Déterminer les lois, les espérances et les variances de X, et X3.
2. Soit n = 2, quel est 'ensemble des valeurs prises par X, ? Déterminer P(X, =0) et P(X, =n—1).
3. Soit n =2, soit k € [1, n]], montrer que :

1 1
P(Xpi1=k) = EP(X,, =k)+ EP(X,, =k-1).

4. Soit n=2.0On pose:
Q,: R —- R
s — YIPX,=k)sk.
(@) Soit n = 2. Calculer Q, (1) et montrer que Q),(1) = E(X,,). Exprimer V(X,,) al'aide de la fonction Q,.
(b) Montrer que, pour tout n =2, pour tout se R :

1

+ S
Qn+1(s8) = 2 Qn(s).

(c) En déduire une expression de Q(s) en fonction de n et de s.
(d) Calculer alors, pour tout n = 2, I'espérance et la variance de Xj,.
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Compléments sur les séries numériques

W
x= Exercice de calcul (Chapitre 7, exemple 25)
Résoudre I'équation d'inconnue z€ C :

28-2iz>-2=0.

© mégalite
fa: la,bl — R
Soient 0 < a < b. On pose, pour tout n € N : x2 . Montrer qu'’il existe une suite (1) ey telle que :
X - ——
1+ n2x?
VYneN,Vxe[a,b), |fn(x)| < un et ¥ u, converge.

EXepese,
%%

Exercice 23 (Chapitre 26, exercice 9)
Soit (1) nen Une suite de réels strictement positifs. On suppose que :

u
lim 2 =7
n—+oo Y,
1. (a) Sil>1, montrer que )  u, diverge.

(b) Sile[0,1[, montrer que Z u, converge.

Ce résultat est appelé le critere de D’Alembert.
2. Etudier alors la nature des séries de terme général :

2" (sin a)?" 7
(a) VneN*, un:—zofuxe [0,—]
n
n
[]ek
(b) VneN*, u, = =X
. Inn
() VneN", uy,=—-
n!
Inn
* —
@ VneN', u,=—

&

A

Exercice 24 (Chapitre 26, exercice 27)

22



1. Soit (u,) une suite de réels strictement positifs, décroissante et convergeant vers 0.
n

On consideére la suite (S;) définie par S, = Z (-Dk ug pour tout n € N*,
k=1
(a) Montrer que les suites (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes.
(b) En déduire que la série }_(—1)"u, est convergente.
Ce résultat est appelé le critere spécial des séries alternées.
2. Applications :
(a) Soit a € R. Etudier la nature de la série ) (_n#
(b) Etudier la nature de la série de terme général :

1 1
VreN" u,==D"A+=)"-=|,
n e

(c) Etudier la nature de la série de terme général :

[ nd+1
VneN, u,=sin|n .
n+1
(d) Etudier la nature de la série de terme général :
A+ DT gin x
vneN*, u, = f dx
ni xlnx

@\ /
.J) Exercice 25 (Chapitre 26, exemple 6)

1. Montrer que :

1
Z — ~Inn.
k=1 k

2. Montrer qu'il existe y € R tel que :
n

1
> %—lnn+y+o(1).
k=1

Le réel y est appelé la constante d’Euler.

@\ 4
J) Exercice 26 (Chapitre 26, exemple 8)

Soient a, f € R, montrer que la série : ) erm)ﬁ convergessi:a>lou(a=1letf>1).
1

La série ) ——— est appelée série de Bertrand.

2 n%(nn)B PP

E=mc® o b (a+b)(a b |
242=7 2+2=4 |
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Deux themes : la trace et une somme de iy
classique

= .
x= Exercice de calcul (Chapitre 8, exemple 5)
Déterminer une primitive de x — Arctan x.

© mégalits

fnr R - R
On pose, pour tout n e N* :
pose.p x = xe ™

VneN*, VxeR, |fn(X)| <upetlimu, =0.

> . Montrer qu'il existe une suite (u,) zen+ telle que :

@\'
.,) Exercice 27 (Chapitre 12, exercice 7)
Soit M = (m;, ;) € M, (K). On appelle trace de M et on note tr (M) le nombre :

n
tr(M) = Z mi;.
i=1

1. Soient A, B € M, (K), A, 4 € K, montrer que :

tr (AA+ uB) = Atr (A) + utr (B).

2. Soient A, B € M,,(K), montrer que :
tr(AB) =tr (BA).

3. Soit A€ M, (R), montrer que :
tr(ATA) =0 A=0,.

4. Soient A, B € M, (R), montrer que :

(VM e M,[R), tr(AM) =tr(BM)) < A=B.

@\'
J) Exercice 28 (Chapitre 19, exercice 32)
Pour tout M = (m;, ;) € M, (K), on appelle trace de M et on note tr (M) le nombre :

n
tr(M) = Z mi ;.
i=1

24



1. Montrer que I'application tr : M, (K) — K, M — tr (M) est une forme linéaire.

2. Déterminer la dimension de :
{M e M, (K), tr (M) =0}.

EXE;KI
2AS Exercice 29 (Chapitre 19, Nouvel exercice)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit f € L(E).
1. Montrer que tr (Matg(f)) ne dépend pas du choix de B base de E.
On appelle trace de f et on note tr(f) le nombre tr (Matg(f)) ou B base de E.
2. Onsuppose que rg(f) = 1. Montrer que :

fP=tr(f)f.

Probleme 8 ( Devoir libre 33 )
Soit n un entier naturel non nul.

1. Soit 6 € [0,2x[. Déterminer, s’ils existent, module et argument du nombre complexe u =1+ el?,
2. Onnote P, le polynéme de C[X] défini par

1
Pn(X) — 2_ ((X+ i)2n+1 _ (X_ i)2n+1)
i
(a) Etudedescasn=1etn=2
i. Déterminer les polynémes P; et P;.
ii. Vérifier que P; € Ry[X] et que P, € R4[X]. Sont-il irréductibles dans R[X]?
(b) Cas général
i. Montrer que P, € C,,[X]. Donner son degré et son coefficient dominant.
ii. Soit N € N*. Donner I’expression des racines N-ieémes de 1'unité.
iii. Calculer P, (i).
iv. Prouver par un argument géométrique que les racines de P,, sont réelles.
v. Soit a € C. prouver I'équivalence

a estracine de P, < 3k e [[1,2n]), a(e2ikm/@n+l) _ 1) = j(g2ikn/@n+1) 4 1)

vi. Déterminer les racines du polynéme P,,. Vérifier alors le résultat de 2.b.iv.
vii. En développant P,, déterminer un polynéme Q,, de degré n et a coefficients réels tel que

Pp(X) = Qu(X?)

On admettra I'unicité du polyndme Q,, ainsi obtenu.
viii. Expliciter Q; et Q, et déterminer leurs racines respectives.
ix. Déterminer les racines de Q,, en fonction de celles de P,,.
n
3. Onpose S, = )

= 2| _k=n
5 tan2 (51

n@2n-1)

. En utilisant des résultats obtenus a la question précédente, montrer que S, = ==3

4. Montrer que :
b4
Vxe [O, E [, 0 <sin(x) < x < tan(x)
En déduire que
1 1 1
, ———<—==<14+——
tan2(x) = x2 tan2(x)

7
Vxe ]0, - [
2
S 1
5. Justifier la convergence de la série de terme général % et calculer la somme ) P
k=1
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Difficiles en algebre linéaire

x= Exercice de calcul (Chapitre 18, exemple 8)
Calculer :

© mégalits

fnr R — R

On pose, pour tout e N* : , . 1 .Montrer quil existe une suite (u,) nen+ telle que :
x - X4+ —
n

VneN*, VxeR, |fn(X)—|xI| < uy etlimu, =0.

é@\'
J) Exercice 30 (Chapitre 19, exemple 9)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(E). Montrer qu’il existe g € GL(E) et p projecteur tel que f = go p.

23S Exercice 31 (Chapitre 19, exercice 28)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7, soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe u € L(E) tel que Imu = Fetkeru=G.

ASS Exercice 32 (Chapitre 20, exercice 27)
Soit A€ My, ,(K), soit r < min(n, p).
On pose :
1 0y p—
Jr= - ‘ nbr EMn,p(K)-

On-r,r ‘ On—r,p—r

26



Montrer que :
1g(A)=r < 3IPeGLy(K),IQe GL,(K), A=QJ,P.

@\'
J) Exercice 33 (Chapitre 20, exemple 13)
Soit A€ M, (R) telle que A% =0,,. Montrer que A est semblable a:

0 1
0 0

(=)
S -

ORLY 4 Cieeeeens orff
I i, § =d=

48 ik,

lia& L'Il:'-t '}
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. , : - e€ you
Problemes : Déterminants et séries o ¥o
2)
x= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 15)

A
Résoudre I'équation différentielle : AN
-3y" -2y'+ y=cos(x).

© mégalite
fl’l : ]Oy +OO[ - R
On pose, pour tout n € N* : nsin ( %) . Montrer qu’il existe une fonction f € C°(]0, +oo|) telle que :
x(1+x?)
vn € N*) vx €]O) +OO[, |fn(-x)| = f(x) et f(x) XA’:W é

Probléme 9 ( Nouveau probleme, E3A PC2012)
Question préliminaire :
Soient « et 8 deux réels strictement positifs. Vérifier que :

Ql+a)1+B)=0+a+p).

Soient (i) nen* €t (V5) nen+ deux suites de réels strictement positifs.

1 v 1 —U1 0
Onpose:A; = " 11 ,No=| Uy 1 —Uy |etpourn=3:

0 Uy 1

1 - 0 0 0

ux 1 —U2 0 0

0 u 1 -v3 . ... 0

A=
0
: . . —Up
0 0 uy 1

et on note pour tout n € N*, a,, = u, vy,.
1. Calculer A; et As.

2. Démontrer que :
Yn=3,A,=Ap1+anAn-o.

28



3. Prouver que la suite (A,) zen* €St croissante.
4. Soit n € N*. Montrer que :

n
YneN*, Ay <[] +agp.
k=1
On pourra utiliser un raisonnement par récurrence sur |’entier naturel 7.
n n
5. Pour tout n € N*, onnote P, = H (I+ap), Sp = Z In(1+ ay) et on suppose dans cette question que la série Z ap converge.
k=1 k=1 n=1
(a) Prouver que la suite (P,)en+ cOnverge.
(b) Que peut-on en déduire pour la suite (Ay) pen+ ?
6. On suppose maintenant que la suite (A;),en+ cOnverge.
(a) Vérifierque:VneN*, A, =1.
(b) Pourtout neN*, n=2,onpose t, =AM, —Ap_1.
Etudier la nature de la série: )_ f,.
n=2
(c) Prouver alors que la série Z a, converge.
n=1
7. Quel résultat a-t-on finalement établi?

Probléme 10 ( Probleme fait en classe )
On souhaite prouver la formule de Stirling :

n\n
n'~v2ann (—)
e
1. On considere les suites définies par :

n
vneN* u, = E) et v, =In(uy).

n!
7
(a) Déterminer un équivalent de v;+; — vj,.

(b) En déduire que la suite (v,) converge.
(c) Montrer qu’il existe k > 0 tel que :
n\n
nl~kvn (—) .
e
2. On souhaite prouver maintenant que k = v/27.
On considere les intégrales de Wallis définies par :

/2
vneN, Inzf sin"(#)dt.
0

(a) i Calculer Iy et I.
ii. Montrer que :

n—1

Yn=21,=

I, ».
iii. Soit p € N. En déduire les expressions de I, et I+ en fonction de p.
(b) i. Montrer que :
Vpe N*, Izp+1 = Igp =< Igp_l.
ii. En déduire que:

I
lim P —1.
p—+00 Irpy1

iii. En déduire que :
1 (22p(p!)2 )2

pl 2p)
3. Montrer que :

1 (22p(p!)2 )2 k2
p\ 2p)! 2’

4. Conclure.

5. Application : montrer la convergence et calculer la somme de la série }_ u, avec:

" 2n+1
VneN ,unznln2

-1.
n—1
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Probleme : Probabilités et matrices

ok
== Exercice de calcul (Chapitre 14, exemple 13)
Déterminer, pour tout z € N, la dérivée n'“™€ de :

fix—e*(x+2).

© mégalite
f: Rx]0,+oof — R
Arctan (xf) . Montrer qu'il existe une fonction g € CO([R{+*) telle que : V(x, 1) € Rx]0,+ool,
t(1+12)
[fx,)l<gt)ett— t3g(t) admet une limite finie en +oo.

On pose : 1) —

Probléme 11 ( Nouveau probleme, CCINP PC 2019 )

Ftude d’une marche aléatoire

On considere trois points distincts du plan nommés A, B et C. Nous allons étudier le déplacement aléatoire d'un pion se
déplacant sur ces trois points.

A T'étape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, le mouvement aléatoire du pion respecte les deux
regles suivantes :
1. le mouvement du pion de I'étape n al’étape n+ 1 ne dépend que de la position du pion a I'étape n; plus précisément, il ne
dépend pas des positions occupées aux autres étapes précédentes.

2. pour passer de l'étape n al’étape n+1, on suppose que le pion a une chance sur deux de rester sur place, sinon il se déplace
de maniere équiprobable vers I'un des deux autres points.

Pour tout n € N, on note A, 'événement "le pion se trouve en A al’étape n", B, I'évéenement "le pion se trouve en B a I'étape
n" et C, 'événement "le pion se trouve en C al’étape n". On note également :

Pn
VneN, Pn= P(Ap), qn = PBn), rm=P{C), V,= (qn);
n

et on consideére la matrice :

30



Dans I'exercice, on pourra utiliser sans le démontrer le résultat suivant :

442 4"—1 47—
wtel\l,an37 4" -1 4"42 4"-1].
) 4" -1 4"—1 4742

On rappelle que si E et F sont deux événements avec P(F) > 0, on définit la probabilité conditionnelle de E sachant F (notée

P(E| F) ouPpg(E)) par:
P(ENF)

P(E|F) =Pr(E) = PE)

Partie I - Calcul des probabilités

Calculer les nombres p;, g, et r,pourn=0etn=1.
. Démontrer que pour tout n € N, on a la relation V,,41 = MV,.
. En déduire que V,, = M"*V,, puis une expression de p,, g, et r,, pour tout n € N.

W -

. Déterminer les limites respectives des suites (p;) nen, (Gn) nen €t () nen. Interpréter le résultat.

Partie II - Nombre moyen de passages en A

Pour n € N*, on note a, le nombre moyen de passages du pion en A entre I'étape 1 et 'étape n et on définit la variable

aléatoire :
{ 1si A, estréalisé
Xy =

0si A, estréalisé

5. Interpréter la variable aléatoire X; +--- + X, etle nombre E[X; +--- + X},].
6. Calculer 'espérance de la variable aléatoire X,, pour n € N*.
7. En déduire une expression de ay,.

Partie I1I - Temps d’attente avant le premier passage en B

On définit la variable aléatoire T de la facon suivante :

(a) sile pion ne passe jamais en B, on pose Tp =0;
(b) sinon, Ty estle numéro de I'étape a laquelle le pion passe pour la premiére fois en B.

Nous allons déterminer la loi de T et son espérance.
8. CalculerP(Tg =1) et P(Tg =2).
9. Soit n € N. Exprimer B, en fonction de A, et C,,.
. _ = 1 — — — — 1
10. Etablir que P(B3sn BN B)) = ZP(BZ N By), puis en déduire que P(Bs | B,N By) = 1

Dans la suite, on admet la relation :

no___ 1
vneN*, P(Bpi1| [)Bk|=-.
k=1 4
On admettra les résultats suivants : si X est une variable aléatoire telle que X (Q) =N, alors :
+00
¢ lasérie ). P(X = k) converge et Z PX=k)=1,

k=0
» on dit que X admet une espérance ssi la série }_ kP(X = k) converge et on définit alors I'espérance de X par:

+00
E(X)=)_ kP(X=k).
k=0
11. Pour k € N*, calculer P(Tg = k). Que vaut P(Tg = 0)?
12. Justifier que la variable aléatoire Tp admet une espérance. Quelle est 'espérance de T ?
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Probleme complet d’algebre

Probléme 12 ( Nouveau probleme, Centrale PC 2016 )

Dans tout le texte, N est 'ensemble des entiers naturels, R I'ensemble des réels, n désigne un entier naturel supérieur ou égal
aletR,[X] est'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré au plus n.

Pour a < b dans Z, on note [a, b] '’ensemble [a, b]n Z.

Pour k € N*, on note Py le polynéme X*~1. On rappelle que R,,[X] est un R-espace vectoriel de dimension n+1 dont la famille
(Pr)keq1,n+1] €st une base. Pour P € R,[X], on note deg(P) le degré de P et, lorsque P est non nul, cd(P) désigne le coefficient
dominant de P, c’est-a-dire le coefficient du monéme X987,

k!

Jik—
Pour un ensemble E et f : E — E, on définit I'application f* : E — E par récurrence sur k € N de la fagon suivante :
fO=1dpet f1 = fof"

Si f est bijective, on note f~! la réciproque de f et pour k € N, on note =% = (f ™1k,
Pour p € N*, on note M, (R) 'ensemble des matrices carrées réelles de taille p.

k
Pour ke N et j € [0, k], le coefficient binomial (]) vaut

I. Lopérateur de translation et 'opérateur de différence

A. Lopérateur de translation

Lopérateur de translation est 'endomorphisme 7 de R, [X] donné par :

7:Ru[X] — RulX]
P(X) — PX+1)
1. Pour un polyndéme non nul P € R,[X], exprimer deg(z (P)) et cd(7(P)) al’aide de deg(P) et cd(P).
2. Soit P € R,[X]. Pour k € N, donner I'expression de 7¥(P) en fonction de P.
3. Donner la matrice M = (M; j)1<i,j<n+1 de T dans la base (Pg)keq1,n+17- On exprimera les coefficients M; ; en fonction de i
etj.
4. Préciser 'ensemble des valeurs propres de 7. Lapplication 7 est-elle diagonalisable?
5. Lapplication 7 est-elle bijective? Si oui, préciser 7~!. Lexpression de 7/ trouvée a la question pour j € N est-elle valable
pour j€Z?
6. Que vaut M~ 2 Exprimer les coefficients (M™');, j enfonctionde i et j.
7. On se donne une suite réelle (1) ey €t on définit, pour tout entier k € N

k
V=) (k) uj (16.1)
j=o\J

Déterminer une matrice Q € M4 (R) telle que

Vo Up
U1 uy
Un Un



8. En déduire la formule d’inversion : pour tout entier k € N,
k ik
ug=Y (DI, (16.2)
j=0 J

9. On consideére un réel A et la suite (¢ = A%)ten. Quelle est la suite (vg) gen définie par la formule 1i ? Vérifier alors la

formule (16.2).

B. Lopérateur de différence

Lopérateur de différence est 'endomorphisme ¢ de R, [X] telque 6 =7 —Idg,,[x :

6:RulX] — RulX]
P(X) — PX+1)-P(X)

1. Pour un polyndme non constant P € R, [X], exprimer deg(d (P)) et cd(6(P)) al’aide de deg(P) et cd(P).
2. En déduire le noyau ker(6) et Im (6) de 'endomorphisme 6.
3. Plus généralement, pour j € [1, n], montrer les égalités suivantes :

ker(0)=R;_1[X] et  Im()) =R, ;[X] (16.3)

4. Pour ke Net P € R,[X], exprimer §*(P) en fonction des 7/ (P) pour j € [0, k].
5. Soit P € R,,_1[X]. Montrer que :
n

j P(j)=0 (16.4)

n .
Y (-p"
j=0

6. Dans cette question, on veut montrer qu’il n’existe pas d’application linéaire u : R,[X] — R,[X] telle que uou = §. On
suppose, par I’absurde, qu’'une telle application u existe.

(a) Montrer que u et 5% commutent.
(b) En déduire que R;[X] est stable par I'application u.
(c) Montrer qu’il n'existe pas de matrice A € M5 (R) telle que :

(d) Conclure.
7. Dans cette question, on cherche tous les sous-espaces vectoriels de R, [ X] stables par 'application 6.

(a) Pour P polynéme non nul de degré d < n, montrer que la famille (B6(P),...,8 4(p)) estlibre. Quel est'espace vectoriel
engendré par cette famille?

(b) En déduire que si V est un sous-espace vectoriel de R, [X] stable par § et non réduit a {0}, il existe un entier d € [0, n]
tel que V =Ry [X].

I1. Applications en combinatoire

Pour tout couple (p, k) d’entiers naturels non nuls, on note S(p, k) le nombre de surjections de [1, p] dans [1, k]. De facon
cohérente, pour tout p € N*, on pose S(p,0) = 0.

A. Quelques cas particuliers

1. Quevaut S(p,n) pour p<n?
2. Déterminer S(n, n).
3. Déterminer S(n+1, n).



B. Recherche d’'une expression générale

1. Combien y a-t-il d’applications de [1, p] dans [1, n] ?
2. Pour p = n, établir la formule

ol S(p,0) =0 par convention.
3. En déduire une expression de S(p, n) pour p = n.
4. Enrelisant la question[5} commenter la cohérence de cette expression pour p < n.

1. Simplifier autant que possible les expressions suivantes :
n n
Z(_l)n—k(n)kn et Z(_Dn—k(n)kn+l
k=0 k k=0 k

III.Etude d’une famille de polynomes
On considére la famille de polynémes

Hy=1
1 k-1 ]
Hy= E}:[O(X—]) pour k € [1, 7]

A. Généralités

1. Montrer que la famille (H) eqo,,) €st une base de R, [X].
2. Calculer 6(Hy) et, pour k € [1, n], exprimer 6 (H) al’aide de Hy_;.
3. La matrice M définie a la question[3|et la matrice M’ de taille r+ 1 donnée par

1 1 0 .. O
0
!
M = 0
0 ... .. 0

sont-elles semblables?
4. Montrer que, pour k, ! € [0, n],
1 sik=1

&5 () (0) =
(H)(0) {0 ikl

5. Montrer que, pour tout P € R, [X],
n
P=Y (8%(P))(0)Hy
k=0

B. Etude d’un exemple

1. Donner les coordonnées du polynémes X +2X? + 5X + 7 dans la base (Hy, H;, H,, H3) de R3[X].

2. En déduire un polynoéme P € R5[X] tel que
8%(P) = X> +2X* +5X +7

3. Déterminer les suites réelles (i) xen telles que

Upso —2Ups1 + U = KX +2K2+5k+7  (keN)

(16.5)



C. Polynomes a valeurs entiéres

Soit k € Z. Calculer H, (k). On distinguera trois cas : k € [0,n — 1], k = n et k < 0. Pour ce dernier cas, on posera k = —p.
En déduire que H,(Z) c Z, c’est-a-dire que Hj, est a valeurs entieres sur les entiers.
Soit P € R, [X] a valeurs entiéres sur les entiers. Montrer que 6 (P) est aussi a valeurs entieres sur les entiers.

W e

Montrer que P € R, [X] est a valeurs entieres sur les entiers si et seulement si ses coordonnées dans la base (Hy) kejo, ) SONt
entieres.

5. Soit P € R[X] de degré d € N. Montrer que si P est a valeurs entieres sur les entiers alors d! P est un polyndme a coefficients
entiers. Etudier la réciproque.

IV. Généralisation de 'opérateur de différence et application
Pour une application f : R} — R de classe C*, on définit I'application

6(f): R — R
x — fx+1)-f(x)

1. Montrer que §(f) est de classe C* sur R;. Comparer (6(f)) et 5(f7).
2. Pour n € N et x > 0, exprimer (6" (f))(x) a 'aide des coefficients binomiaux (n) et des f(x+ j) (oul'indice j appartient
J
a [o, nl).
3. Expliquer pourquoi, pour tout x > 0, il existe un y; €]0,1[ tel que

BN = f'(x+y1)

4. En déduire que pour tout x > 0, pour tout n € N*, il existe un y;, €]0, n[ tel que
S -j[" (n)
DT fae+ )= P+ yn) (16.6)
j=0 J
On pourra procéder par récurrence sur n € N* et utiliser les trois questions précédentes.

B.

On consideére dans toute la suite de cette partie un réel @. On suppose que pour tout nombre p premier, p% est un entier
naturel. On se propose de montrer que « est alors un entier naturel.
1. Montrer que pour tout entier k strictement positif, k* appartient a N*.

2. Montrer que « est positif ou nul.

3. On considere 'application f, définie sur R} par f(x) = x*. Montrer que « est un entier naturel si et seulement sil’'une des
dérivées successives de f, s’annule en au moins un réel strictement positif.

C.

On applique la relation (16.6) a la fonction f, et a 'entier n = |a] + 1 (ou |-] désigne la partie entiere). On choisit désormais
x eN*.

1. Montrer que I'expression

n (n
Y (=" j falx+ )
j=0

est un entier relatif.
2. Les notations sont celles de la question? Quelle est la limite de I'expression fo(z") (x+ yn) quand x € N* tend vers +o00?
3. Conclure.
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Jeux

Mathématiciens mélés :

LIM|R
VIEIA

MIH|C|S

RIM|P|J|O|S

Z|B|A|V|U

LILIAW|R|IN|U

B|N

W|ISINIEIR|S|O/HIDIR|S

R

DIMIKIM|[O|IPIC/IA|U|C|H|Y|C

LIVIA|IR|S|E|E|T|D

B/IA|IH B/ UG/ R/ UM LIM|C|R|C
EINIGIB/R|IT/IE|]O|C|O|J W A|O

RIDKIRIRIA|S|J|G|L

NI EIN|IT/IA|{Y|L|IO|IR|A

O

UMHMNUG|IU|C|Y|L|T|E|E

LIO|C|CIN|IGIU|IE/H|T|O|L|Y|C

LINIA|IHIA|VINIEIW|T|IO|N|E|P

TIE|IU/L|E|R|U

U|T|L|E

NIAIT|IR|R|S

MISIEILIS|IA|HIC|S|S|U|/A|G|N

36






Logimage :

Le but consiste a retrouver les cases noires dans la grille. Les chiffres donnés sur le c6té et en haut de la grille indiquent la taille
des blocs de cases noires de la ligne ou de la colonne sur laquelle ils se trouvent.
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