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Correction de la séance

Classiques en algebre linéaire

x= Exercice de calcul (Chapitre 16, exemple 5)

1.
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cos(x).c (x)O( 5 24)( 2 2) o(x”)
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© mégalits
Soit (x, 1) € (RT)2,on a:
1
X, 0| < .
|f( )| 1+ 12

1 1
Posons g: t— alors g est continue sur R* et g(£) ~ — donc g convient.
1+ t—+4o00 [
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AS Exercice 1 (Chapitre 19, exemple 2)

e Soient x,y € E\{0}.



- Si(x,y) estlibre.Ona: Ay, y(x+y) = f(x+y) = f(X)+ f(y) = Axx+ Ay,
Donc:
(/lx+y -A)x+ (/lx+y - /1}/))/ =0.

Comme la famille (x, y) est libre, on obtient: Ay = Ayxyy = A1,.
— Si (x, y) est liée.

Il existe p € K tel que y = px (car x # Op).

Alors Ayy = f(y) = f(ux) = pf(x) = pAyx=Axy. Dot (Ay - Ay)y =0 etcomme y # 0g, Ay — Ay =0 puis A, = 1,.
Dans tousles cas A = A,.
Donc:Vx,ye E\{0}, Ay =A,.
Ainsi, il existe A tel que : Vx € E\ {0}, f(x) = Ax.

e Deplus f(0g) =0 = AOg.

Donc:Vx€E, f(x) = Ax et f estune homothétie.

Sl

Oy
BAY Exercice 2 (Chapitre 12, exercice 8)
Analyse : Supposons qu’il existe M telle que pour tout A€ M, (K), AM = MA.
Alors, en particulier, pour tout r,s € [1,n]l, ME;s = Ers¢ M.
Soient i, j[[1,n]],ona:

n
(MErs)ij = Z mi,kék,ras,j = mi,rés,j,
k=1

et:
n
(ErsM)ij= ) 8ir0simij=ms;b,.
k=1
Donc:
mi,r5s,j = ms,jar,i-

Ces relations sont vraies pour tout r, 5,7, j [1, n]],

epouri #rets=j,onam;,=0donc M estdiagonale,
epouri=rets=jonam;;=mjjdonc M=AIl, AeR.
Synthese : Posons M = A1, A € R. Soit Ae M, (K),ona:

AM = A AL, =AA=(Al,). A= MA.

Conclusion :
{Me M,(K),VAe M, (K), AM=MA} ={1I,, L e K}.
X3 ‘/
EXencist,
BAS Exercice 3 (Chapitre 19, exemple 12)
1. soit peN.

* Soit x € K. Alors, f7(x) =0 donc fP*(x) = f(fP(x)) = f(0) =0 et x € Kp41.
Ainsi, Kp < Kp+1.
o Soit y € I,1, il existe x € E tel que y = fP*1(x) = fP (f(x)) avec f(x) € E. Ainsi, y € I, donc I 41 < I,
2. Raisonnons par 'absurde et supposons que : Vr € [0, n], K; # K;+1. Alors, on aurait :

KoKy ¢..K;; & Kjpy1.

Donc
dimKp <dimKj <...<dimK) <...<dim K, < dim K}

Montrons par récurrence que : Y1 € [0, n+ 1], dim (K;) = [.



e Pour/=0,0naKkp={xeE, x=0}={0}. Ainsi, dim (Kp) = 0 donc la propriété est vraie.
» Soit ] € [0, n], supposons que dim (K;) = [.
On a:dim(Kj;1) > dim (K;) donc dim (K1) > 1.
Or, dim (Kj41),/ e Ndonc dim (Kj,1) = [ +1.
e On a donc prouvé par récurrence que :VI € [1,n + 1], dim (K;) = .
En particulier, on aurait dim K11 = n+ 1. Or, K41 € E donc dim Kj,4) < n. Ainsi, n+ 1 < n. Ce qui est absurde.
Doncil existe r e Ntel que r < net Ky = Ky41.
On considére alors le minimum des entiers qui conviennent.

. On sait déja que I, < I,. De plus, par le théoréeme du rang :
dim/I;;; =dimE -dimK;;; =dimE —dim K, =dim I,.

Ainsi, I+ =1I;.

. Montrons par récurrence que: Vp €N, K., = K;.
« La propriété est immédiatement vraie pour p = 0.
* Soit p € N. Supposons que Ky, = K.
On sait déja que K p © K1 py1 parle 1.
Soit x € K4 p+1, alors f7*P*1(x) = 0. Ainsi, f"*!(f”(x)) =0. Donc fP(x) € Kr41.
Or, K41 = K, donc f?(x) € K;.
Ainsi, f"(fP(x)) =0donc f P (x).
Finalement, x € Ky 1. Donc Ky 4 p+1 € Kryp
On a donc prouvé que Kiip+1 = Krip =K
e Onadoncprouvé que: VpeN, Kiip=K;.
Soit p e N.
Soit y € I, p, il existe x€ Etel que y = f"*7(x) = f(fP(x)) avec f”(x) € E.
Ainsi, y € I.
Donc:VpeN, Iy < Ip.
De plus, par le théoréme du rang, on a:

dimIy; =dimE-dimK,,, = dimE - dim K, = dim I,.

Ainsi, par égalité des dimensions, I, = I;.

. On sait déja par le théoréme du rang que dim K, + dim I, = dim E.

Montrons que K, N I, = {0}.

Soit x € K, N I,. Comme x € I, il existe a € E tel que x = f"(a). De plus, 0 = f"(x) = f?"(a). Ainsi, a € K», = K, d’apres la
question précédente.

Donc x = f"(a) =0.

Ainsi, la somme est directe.

Finalement, on a bien prouvé que K; et I, sont supplémentaires.

Exercice 4 (Chapitre 19, exercice 13)

Soit x € Ker (f). Montrons que g(x) € Ker (f).

Ona: f(gx) = g(f(x)) = g(0) =0 donc g(x) € Ker (f).

Ainsi, Ker (f) est stable par g.

Soit x € Im (f). Montrons que g(x) € Im (f).

Comme x € Im (f), il existe y € E tel que x = f(y) et g(x) = g(f () = f(g()) € Im(f), donc Im (f) est stable par g.




@\,

1_) Exercice 5 (Chapitre 20, exemple 11)
On note C la base canonique de Rs et 5= ((1,3,1),(1,0,—2),(0,1,-1)).
On considere 'endomorphisme de R® défini par :

0,1,-1)=(0,12,-12) = 12(0,1,-1) donc:
1

-1

u: R - R
x, 2 — (Q0x-y—2z,-6x+9y—3z,-2x—y+112)
1. Soit C la base canonique de R®, on a:
1 1 0
detcB)=|3 0 1[=6#0.
1 -2 -1
Donc B est une base de R3.
2. Ona:
10 -1 -1
A=]1-6 9 -3
-2 -1 11
3. Onau(1,3,1) = (6,18,6) =6(1,3,1), u(1,0,~-2) = (12,0,-24) = 12(1,0,~2) et u
6 0 O 1 0 0
B=|0 12 O0|=6/0 2 O
0o 0 12 0 0 2
1 1 0 2 1
4. OnaP=Pass(C,B)=13 0 1 |.Aprescalculs, ona:P‘lzé 4 -1
1 -2 -1 -6 3

de bases: A= PBP~! donc A" = PB"P~! et comme B est diagonale :

gl 1 0)(1 0 oy(2 1 1
A= — o 1]]lo 27 o4 -1 -1]=6""
611 2 -1Jlo o 2¢)l-6 3 -3

). De plus, par formules de changement
-3

242042 o1 1-2"
6(1-2") 3(1+2" 3(1-2M
2-2ntl 1o 14520




Correction de la séance

Polyn6mes de Lagrange @ /[

x= Exercice de calcul (i Chapitre 9, exemple 8)
Onrésout:y +1y= %(X) (E) sur R**, /)

e Onrésout: y' + %y =0 (Ep) surR**,
Une primitive de x — % sur R** est x — Inx donc les solutions de (Eg) sont :

R+* . IR

AeR.
X — /le‘lnx:%,

e D’apres la méthode de variation de la constante, on cherche une solution de (E) de la forme: y: x — @ avec A dérivable.
Ona:
, 1 cos(x)

L A'(x) _ cos(x)
y xy_ - =

X

o VxeRY,

o VxeRY™, AV (x) =cos(x).

sinx

Donc A: x — sinx convient et x — = est solution particuliere de (E).

e Les solutions de (E) sont donc :

R — R AER
_ A+si .
x o= A=A
© mégalits
Soient n € N* et x e R**.
X 1
X)| =< < —
| fn) n.n?x ~ nd

et comme f;,(0) = 0, cette inégalité reste vraie pour x € R*.
Posons: VneN*, u, = % Alors (u,,) convient.

@\ /
/ Exercice 6 (Chapitre 19, exercice 21)

1. * Montrons que ¢ est linéaire :
Soient PQ € K,[X], soient A,u€K.Ona:

QAP +pQ) = (AP +puQ)(a1),..., (AP + uQ)(an+1))
= A(P(ay),..., P(an+1)) + p(Q(ay), ..., Q(an+1))
=Ap(P) + pp(Q)



e Montrons que Ker ¢ = {0}.
Soit P € Ker ¢ alors P € K,[X]. De plus, ¢(P) =0. Donc: Vi € [1,n+ 1], P(a;) = 0. Or, les (a;);cq1,n sont deux a deux
distincts. Ainsi, P admet au moins 7 + 1 racines distinctes. Or, deg(P) < n. Donc, P = 0.
Ainsi, Ker ¢ < {0}.
Donc, Ker ¢ = {0}.
Ainsi, @ est injective.
e De plus, dim (K,[X]) = n+ 1 = dim (K"*!) donc ¢ est bijective.

Ainsi, ¢ est un isomorphisme.

e (¢ est un isomorphisme donc ¢! est un isomorphisme.
Or, 'image d’une base par un isomorphisme est encore une base. Ainsi, (L1, ..., L+1) est une base de K, [ X].
e Soit ke [1,n+1],ona¢p ' (er) = Ly donc (L) = eg.
Ainsi,ona:
Li(ap)=1 et Vie[l,n+1]\{k}, Li(a;)=0.

On sait que L € K, [X] donc Ly est un polynéme de degré au plus n.

De plus, L (ag) # 0 donc L n’est pas le polynéme nul.

Par ailleurs, les a; avec i € [1,n+ 1] \ {k} sont racines de L; et sont deux a deux distincts donc L admet au moins n
racines distinctes. Comme deg Ly < n, alors il existe 1 € K* tel que Ly = 1 H (X —ay).

iell,n+11\{k}
Enfin, comme 1= Li(ay) =1 H (ay — a;).
ie[1,n+1]\{k}
1
On obtient: A = H ( ) (e dénominateur est bien non nul car les a; sont deux a deux distincts.
ai —a;

ie[1,n+1]\{k}
Finalement :
[1 &-an
ie[1,n+11\{k}
[T (a-an

i€[1,n+1]\{k}

Ly =

3. Soit P e K,[X].

n+1

Comme (L, ..., Ly+1) est une base de K, [X], il existe un unique (11, ...,Ap41) € K" tel que P = Z AxLg.

k=1
Soiti€[1,n+1].
n+1 n+1l
En évaluant en a;, on obtient: P(a;) = Y AgLi(a;) = ) Abi=A;.
k=1 k=1
n+l
Ainsi: P= ) P(ay)Ly.
k=1
Probléme 1 ( Probleme fait en classe )
1. (a) Comme H (a;—aj;)eR*,ona:
JelL,nl\i}
degLi= ) 1=n-1.
jell,nl\i}
(b) Soienti, ke [l,n].
e sii#k,alors:
I1 (ap—aj) (ax—ag) ]_[ (ar— aj)
jell,ni\i} Jell,ni\i, k}
Li(ay) = = =0.
[T @i-a) [T @i-ap
jellnl\i} jelLnal\{i}
e sii=k,alors:
[T (ax-ajp [T (ax-ajp
jell,n\{i} JEIL,nl\{i}
Li(ay) = = 1.

[T @i-ap [l (ax-ap
jelL,n)\{i} Jjell,ni\{i}



Donc:
Li(ay) =0, k.

n
(c) e Analyse: Supposons qu'il existe (11,...,1,) € R tel que P = Z AiL;.
i=1
Soitke[1,n].Ona:

n n
Play) =) AiLilag) = ) Aibik = Ag.
i=1 i=1
Donc:
Vke[l,nl, A, = P(ay).
o Synthése : posons Yk € [1, n], Ay = P(ag).
n
SoitQ=P - Z AiL;.
i=1
— Comme PeR,,_;[X]etVie[l,nl, L; € R,_1[X], alors Q € R,,_1[X].
— Soitke[l,n],ona:

n
Q(ax) = P(ax) = }_ AiLi(ax) = P(ag) = A = 0.
i=1
— Ainsi Q admet au moins 7 racines distinctes et deg(Q) < n—1. Donc Q =0. D’oli:

n
P= Z AiLj.

i=1

n
o Ainsi: il existe un unique (11,...,1,) € R" tel que P = Z AiL;et:
i=1

(Al,...,ln) = (P(al),...,P(an)).

(d) Soit (x1,...,x,) € R",

n
Soit P € R;,_;[X]. D’apres la question précédente, P = Z P(a;)L;. Donc:
i=1

n
(Vkell,nl, Play) = xp) = P= ) xiL;,
i=1

d’apres 'unicité des coefficients de la décomposition.
n

Ainsi : il existe un unique polynéme P € R,,_; [X] tel que pour tout k € [1,n], P(ay) = xy etona: P = Z X;L;.
i=1
(e) i Soitie([1,n], a; %st racine simple de ® donc : ®'(a;) # 0.
ii. D’'apres1.d, Q=) x;L;.
i=1
De plus, soiti € [[1,n]],ona:
Q=X-a) [] X-ap.
kel1,n]\{i}

Donc:

ke(1,n]\{i} ke[1,n]\{i}

A= TI (X—ak>+(X—ai)( I (X—ak)).

Ainsi: Q'(a;) = H (a; — ay). Donc:

kell,n]\{i}
H (X —aj)
n . .
Jell,nl\{i}
QX)=) xi—m.
; D' (a;)

2. |fl estune fonction continue sur le segment [—1, 1], donc, d’apres le théoréme des bornes atteintes, | f| admet un maximum
sur [—1,1].
3. (@ i @)=0 f()—P()—-AD(1) =0 Ap(1) = f(t) - P(t)
Orte[-1,11\{ay,...,a,}, donc ®(¢) #0, ainsi :
f(O)=P(1)

=>———— convient.
D(1)



ii. e — Soitie[l,n],ona:@(a;) = f(a;)—Pla;)—A®(a;) =0.
- @=0
Donc ¢ s’annule en ay, ... ay, t € [0,1] ainsi ¢ s’annule n + 1 fois au moins sur [-1,1].
 Soient =1 < by <--- < by41 = 1tels que ¢ sannule en b; pour tout j € [1,n+1].
Soit j € [1, nl, ¢ est continue sur [bj, b;+1], dérivable sur |bj, bj+1l et @(bj) = @(bj+1). Donc, d’apres le théo-
reme de Rolle, il existe c; €]b;j, bj,1[ tel que (p’(cj) =0.Comme —-1<¢; <---< ¢, <1, ¢ s’annule au moins n
fois sur [-1,1].
iii. Par récurrence, pour tout k € [0, ], ¥ s’annule au moins 7 + 1 — k fois sur [~1,1] donc ¢ s’annule au moins
une fois sur [-1,1].
iv. e Ona:Vxe[-1,1], " (x) = fO(x) - P (x) — 1@ (x).
Donc: ¢ (a) = f™(a) - P (a) — L@ (q).
Or ¢ (a) =0 donc:
@ -P"(a)- 10" (@) =0

e OnadegP < n-1donc P™ =0 ainsi:
f(a) = 20" (a).

e ®=X"+RavecdegR < n-1donc®"™ = (X)W + R0,
OrdegR < n-1donc R™ =0et:

o =

TR =n!
Donc:
o = p!
e D'oli: f"(a)=An!donc A = %
Or: A= F(0 - Pt ), ainsi:
*® (n)
n
fO =P = ! ( )q?'(t)

(b) Soit te[-1,1].
e Sitefay,...,a,}alors:

My
If(-P@I=0< qu)(t)l.

e Site[-1,11\{ay,...,a,} alors:

VW(H

M
f(0= PO = =——1®@0)]| = —FIP(0)].

e Dans tous les cas :
My,
If(t)—P(t)IS—m [P (7).

é@\'
J) Exercice 7 (Chapitre 25, exemple 15)

Soit E = R,[X], soient ay, ..., a, des réels distincts. On pose :

n
VBQEE, (PIQ) = Z P(a)Q(ay).
k=0

1. Il est clair que (.|.) est bilinéaire, symétrique et positif.

Soit P € E tel que (P|P) =0

Onay}_, P(ap)?=0.

Or Vke [[0, n]l, P(ag)? = 0 donc :Vk € [0, n]], P(ap) =0

Ainsi P admet au moins 7 + 1 racines distinctes et comme degP < n,ona P =0.

Donc (.|.) est défini et est bien un produit scalaire.

2. Posons, pour tout i € [0, r] :

[ x-ap

_ Jjelo,ni\3}

(a;i—aj)
jelo,nl\i)



On remarque (voir probleme précédent) que : Vi, k € [0, n], L;(ax) =0
Soient i, j € [0, n],
n n
(LilLj) =) Lilap)Lj(ar) = Y 6; 10k =06,

k=0 k=0
Ainsi (L, ...,Ly) est une famille orthonormée de E.
Comme Card (Lgy,...,L;) = n+1=dimE, alors (Lgy,...,L;) est une base orthonormée de E.
. Ona:F={PeE, X"  Play).1=0={PeE, X"_ (P|1)=0}
Ainsi F = Vect(1)*. Donc :

. Onalllll—,/Zk ol \/n+ A1n31(

Donc ppL(Q) = (Ql\/nT = n+1Zk oQ(“k)
Donc:

F =Vect (1) = Vect (1).

) est une base orthonormée de FL.

VH—

1
Il = —

1
d(Q,F)=|lppL(Q =il Neesil
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Suites récurrentes

x= Exercice de calcul (i Chapitre 6, exemple 18)

e Méthode 1:
Soit ne N*.On pose: f:x— (1+x)".
n

Ona:VxeR, f(x)=(1+x)" = Z (Z)xk, d’apres la formule du bin6me de Newton.

k=0
n
kxk1.
l(k)
n

n
En évaluant cette égalité en 1, on obtient: )_ ( k) k=n2""'.
=1

De plus, f est dérivable sur R.

Soit xeR,ona: f'(x) =n(l+x)"1 =

i M=

k

ke

e Méthode 2:
Soit ke [1,n],

k n _k n! B n! B n!
k|~ Tkn-K! T (n-Rk(k-1! " (n-k)!(k-1)!
B n! _ nn-1)! 0 n—1
T (m-1-(k-1)k-1)! (n-1-(k-D)(k-D! (k-1
Onaalors:
o n o [n 7 [n-1 " n-1
k=0 k k=1 k k=1 k-1 k=1 k-1
n=lfip 1
=n)_ ; par changement d’indice [ = k-1
1=0
=n2""! parlebinéme de Newton.
© mégalits
] _t2 —t2x
Soit (x, 1) € [a,b] xRt,on a: —f(x, H= L. Donc:
0x 1+ 2
af tzeftzx 2 2
‘a(x,t)'= T 2S¢ T<e 'l
1
Posons & : t — e~'>@ alors h est continue sur R* et, par croissances comparées, h(t) =0 (ﬁ) donc h convient.

11



é(l

AS Exercice 8 (Chapitre 11, exercice 27)
f:r R - R
Posons s 3.
—  X°+ —
Déterminons les points fixes de f :
Soit x e R,
2
X)=xX < x+—=x
f) 16

< 16x°-16x+3=0

Le discriminant de 16x% — 16x+3 vaut 162 —4 x3x 16 = 16(16 — 12) = 16 x 4 = 82.
Ainsi,ona:

£ — 1 3
X)=x X=-oux=-—
4 4

f est dérivable sur R.
Soit xR, on a f’(x) =2x.

1 3
X —00 0 1 1 +0o0
' - + + +
f |40 /+oo
3
\ /Z
1
1
2 7
3

De plus, soit x € R,
3 1 3
(x)—xzxz—x+— = (x——) (x——).
f 16 4
13
il
o Siuge [ 3], comme 1,3 eststable. Ainsi, pour tout n€N, ona u, € [,3].
De plus, f est croissante sur [%, %], ainsi, (1y) nen €St monotone.

Donc f(x)-x<0<—x€|

1
uy — ug = f(up) — up < 0. Ainsi, (1) nen est décroissante. De plus, (1) ey €St minorée par 1 donc (uy,) zen cOnverge vers
| € R par théoréme de la limite monotone.
. 1 3 L .
De plus, f est continue sur R. Ainsi, f(I) =/ donc [ = 1 oul= 7 De plus, (1) nen est décroissante. Ainsi, ona: VneN,
3 1
U, < up donc par passage a lalimite,ona: /< uy. Dot l < 7 Ainsi, [ = 7
* Siuge |0, % [, comme |0, %[ est stable. Ainsi, pour tout n €N, on a uj € [0, i [.
De plus, f est croissante sur [O, i [, ainsi, (1) nen €St MONotone.
1
uy — up = f(up) — ug = 0. Ainsi, (1) nen €st croissante. De plus, (i) nen €5t majorée par 1 donc (uy) nen converge vers [ € R
par théoréme de la limite monotone.

. .. 1 3 . r .. N
De plus, f est continue sur R. Ainsi, f(I) =l donc = 1 oul= 1 De plus, (uy,) sen €St majorée par 7 Ainsi, par passage a la
1
limite,ona: [l < }I.Ainsi, I=-.
4

* Siuge |2, +oo[ comme |3, +o0o] est stable. Ainsi, pour tout n €N, ona uy € |3, +oo|.
De plus, f est croissante sur [%, +oo[, ainsi, (1) nen €St monotone.
uy —up = f(up)—up = 0. Ainsi, (1) nen est croissante. Si, (i) ,en €st majorée alors (#4,) ney converge vers I € R par théoreme
de la limite monotone.

1 3
De plus, f est continue sur R. Ainsi, f(I) = donc [ = 1 oul= 7 De plus, (1) nen €St minorée par 1. Ainsi, par passage a



la limite, ona : [ < ug. Ainsi, [ > 7 ce qui est absurde. Donc (u,,) ,eny I'est pas majorée. Et, comme (1) ,en €St croissante,

ona:limu, = +oo.

13

» Si ug <0, alors u; > 0 donc on peut appliquer les résultat précédent a la suite (1) ,en+. De plus,ona: u; € [Z' Z] = uye

3 _1 1 1 3 3

-3—31lmel0,;[ =upe]-;,0]etu €[3,+o0] = ug€|-oco,—3|.

» En conclusion : la suite (u,) converge vers % Si ug € ]—%, % [, la suite (u,) converge vers % siug = i% et sinon, la suite (u,,)
diverge vers +oo

é@\'
J) Exercice 9 (Chapitre 14, exercice 21)

Posons f:x— 2+ —sinx.

up e Rdoncu; € |-, =

est stable par f car sin a valeurs dans [—1, 1]. Donc () pen®

35
car sin a valeurs dans [—1, 1]. De plus, [E’ 3

3 5]
22|

Posons g: x— f(x) —x.
(%)_f(ﬁ)_§>()et (§)_f(§)_§<o
§l2)7/12)72=7%83) 7/ (2) 2=

. 35 N L . e s .
De plus, g est continue sur 33 donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe c €
35 ]
22|

(0] = I%COS(x) <

est a valeurs dans

- =

tel que g(c) = 0. Donc

f(c) = c. Ainsi, f admet au moins un point fixe dans

Enfin, f est dérivable sur etona:

-, =

2'2

Ainsi, d’apres I'inégalité des accroissements finis, soit n € N*, ona:

1
Vxe —.
2

1
|f(un) = flo)l = Elun_d-

Ainsi : 1
[Upi1—cl < Elun_d-

Donc:

lu,—cl < luy —cl.

1
2n—1

. 1 .
Comme lim —— =0, alors, la suite (u,) converge vers c.
2n-1

Probleme 2 ( Devoir libre 12)

1. (a) uestcontinue et strictement croissante sur [0, +oo[ donc u est bijective de [0, +oo[ vers [1(0),lim. u[= [-6, +00l.
(b) u estbijective de [0, +oo[ vers [—6, +oo] et 0 € [-6, +oo[ donc il existe un unique «a € [0, +oo[ tel que :

u(a) =0.

(c) Ona: u(l)=3etu(2) =6,donc u(l) < u(a) < u(2).
Or u est strictement croissante donc :
l<a=<2.

2. (a) Montrons que:
vneN, u, =a.



L]

Pour n=0, up = a.
Soit n €N, supposons que u, = a.

Alors :
6
u = .
n+1 2+0(2
3 2 . . 6
Ora’+2a—-6=0,donc a(2+ a“) =6 etainsi: =a.Donc:
2+ a?
Up+1 = Q.

Ainsi, par récurrence :
VneN, u, =a.

(b) e festdérivableet:
Vx €10, +ool, f'(x) 2x o
y TOO[, =T 5 .
(1+x2)?
Donc f est strictement décroissante sur [0, +ool.
e Ona:f(1)=2,f2)=1et f(a)=a.
x (0 1 a 2 +00

(c) i. e Pourn=0,ux,=up€l(l,al.
¢ Soit n € N, supposons que uy, =€ [1,a].
Alors :

Up(n+1) = Uzns2 = f(Uans1) = fo fluy).

Or uy, =€ [1,a[ donc f(uyy,) =€la, 2], ainsi :

wyn+ninll, al.
¢ Ainsi, par récurrence :
VneN, uy, =€[1,al.

ii. SoitneN,

Up(n+1) — Uzn = f o f(Uzn) — Uzn
(uzn — 1) (Uzn — 2) (U3, + 2Uz, — 6)
- 2+u3,)?+18

e U, —1=20,
° U, —2<0,
o Upy— 2)(u§n +2U, — 6 = u(uy,) <0 car Uy, < a et u strictement croissante,
o (2+u3,)*+18>0.
Donc:

Uz(n+1) — Uzn < 0.

Ainsi (U25) nen st décroissante.
iii. e (u2,)nen est décroissante et minorée par 1 donc, (uz2,) nen converge vers I € [1, ugl < [1, al.
e Ona:VneN, uyp+1) = fo f(u) et f est continue donc :

fofh)=1.

Ainsi :
(I-1D(I-2)(*+21-6)
=0.
2+12)2+18

Doncl€e{1,2a}.0rl€[1,a[,donc [ =1.
e Donc (u2,)nen converge vers 1.



(d e SoitneN,
Upns1 = fuzn) €la, 2],

car up, =€ [1,af.
e Soit neN, ona: uyp+1) < Uoy et f décroissante donc : f(uz(+1)) = f(u2,) ainsi:

U2p+3 = U2p+1-

Donc (#25,+1) nen €St croissante.
e Ona:VneN, upy41 = f(ugy,) etlimuy, =1 et f continueen 1, donc:

lim UWn+1 = f(l) =2.

(e) (un)nen admet deux suites extraites convergeant vers des limites différentes donc (u,,) ,eny 0'a pas de limite.

Onnolllustration

-, \P

[/

L | I géftﬁb‘ges




Correction de la séance

Dénombrement et probabilités

+ = .
x= Exercice de calcul (Chapitre 16, exemple 7)
Calculer le développement limité des fonctions suivantes :

1.
Arctan (x3) 3 P o(xg)
2.
(Cosx)x — exln(cosx)
0
_ exln(1—§+o(x3))
0
_ ex(—%+o(x3))
0
_ e—§+o(x4)
0
x3 4
=1-—+o0(x")
3.

\/1+ \/1+4sinx§ \/1+ V1+4(x+ o(x?)

(4x)?
=1/1+142x— +0(x2)
0 8

3\/2+2x—2x2+o(x2)
3\/5\/1+x—x2+0(x2)

.2
\/§(1+x 2x

(x — x2)?

+ o(xz))

0
2

\/5(1+x_x

- x_z + o(xz))
2 8

0
x  5x? )
\/§(1+§—?+o(x ))

0

16




3 45 ]
cos(sinx) =cos(x— —+ — + o(x
( )O ( 5 " 120 (x™))
1 2 x° 2 1 3 x° 4 1 x3 516
SYRYRIEDU Y BN N
0 2 6 120 24 6 120 720 6 120
1 PR 3 %P 1 P 1
=1 (K 42x(- =)+ (= —)2)+—(x4+4x3(——+—))——(x6)+0(x6)
0 2 6 120 6 120 24 6 120 720
T, x* x5 %) 1, 2x% 6
=l-- X -t =+ |+t |- ==+t o(x)
0 2 3 60 36 24 3 720
1 1 1 1 1 1 1
=1+ c+ ) — - ———— —)x5+0(x%)
0 2 6 24 120 72 36 720
1 5 37
=1--x?+—x'-—x%+0xH
0 2 24 720
© 1mégalite
2x(1+n2x®) —x2.2n%x 2x
Soit n € N*. f,, est dérivable sur [1,+oo[et: Vx € [1, +oo[, ' (x) = = > 0.
In (1, ool (1, +ool, /() (1+ n2x2)2 (1+n2x2)2

Donc f;, est strictement croissante sur [1, +oo].
Ainsi, soit x € [1, +o0],

1
| fn ()| = ful0) = RLWACE —.

Posons Vn e N*, u,, = #, alors (u,;) convient.

Exercice 10 (Chapitre 21, exemple 7)

1. Mettre au plus un prospectus par boite quand les prospectus sont identiques, revient a choisir les 7 boites aux lettres dans
lesquelles on met un prospectus, c’est-a-dire choisir un ensemble a 7 éléments dans un ensemble a 10 éléments, il y a

donc: ( 170 ) possibilités.

2. Mettre au plus un prospectus par boite quand les prospectus sont tous différents, revient a choisir pour chacun des 7
prospectus une boite aux lettres distincte des autres , c’est-a-dire choisir un 7-uplet d’éléments deux a deux distincts d'un
ensemble a 10 éléments, il y a donc : 10!/3! possibilités.

3. Mettre un nombre quelconque de prospectus par boite quand les prospectus sont tous différents, revient a choisir pour
chacun des 7 prospectus une boite aux lettres, c’est-a-dire choisir un 7-uplet d'un ensemble a 10 éléments, il y a donc : 107
possibilités.

4. Mettre un nombre quelconque de prospectus par boite quand les prospectus sont identiques, revient a choisir un mot
constitué de 9 lettres I (cloisons entre les boites aux lettres) et 7 lettres O (prospectus), c’est-a-dire choisir la position des 9

16
lettres I parmi les 16 positions possibles, il y a donc : ( . ) possibilités.

<P

&

A5 Exercice 11 (Chapitre 22, exemple 4)
Pour k € [0,2], on note Ay, : «on transfere k boules blanches de I'urne B dans I'urne A»



1. Ona: o 14 .
(l)lgl)zgmz)zgzi'
() 33 () 11

8
14
(2)

P(A) =
De plus, on note B I’événement « on pioche une boule blanche de 'urne A»on a:

6 7 8
P(B|Ayg) = —, P(B|A;) = —, P(B|Ay) = —.
(B|Ag) 3 (Bl A1) 3 (Bl A3) 13

Or, (Ag, A1, Ay) forme un systeme complet d’événements.

Ainsi, par la formule des probabilités totales, on a:

220
P(B) = P(B|Ag)P(Ap) + P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(A2) = 29°

2. On cherche P(A; U As|B).
On pose C : «I'une au moins des boules transférées est blanche ».
Ona:C=A;UA,. Ainsi:

P(C|B) = P(A1 U A2|B) = Pp(A1 U A2) = Pp(A1) + Pp(A)

car A; et A; sont incompatibles et Py est une probabilité.

P(B|A1)P(A1) N P(B|Az)P(Ay)

P(B) P(B)
16 7 1 8

LA
3313 11 13

P(C|B) =

220 ' 220
429 429
28 6
= — 4+ —
55 ' 55
34
" 55

BAS Exercice 12 (Chapitre 22, exemple 8)

Méthode 1 :

Notons Z la variable aléatoire égale au nombre de candidats ayant réussi a I'issue des 2 épreuves.

Notons U la variable aléatoire égale au nombre de candidats ayant réussi a I'issue de la premiére épreuve.

La variable aléatoire U représente le nombre de succes (réussir a la premiere épreuve) lors de la répétition de n expériences de
Bernoulli indépendantes, chacune ayant la probabilité p de réussir. Ainsi, U suit une loi binomiale de parametres n, p.

Notons V la variable aléatoire égale au nombre de candidats ayant réussi a la 2eéme épreuve (et donc raté la premieére). Soit k €
[0, n]. Supposons (U = k) réalisé. On a alors n — k candidats qui passent la deuxieme épreuve et chaque candidat a la probabilité
p de réussir.

Ainsi, pour touti € [0,n—k],ona:

OnaZ=U+VetZ(Q)=I0,n].
De plus, (U = k) keo, ) €5t un systéme complet d’événements.



D’apres la formule de probabilités totales, on a:

Ainsi,

Ainsi :

Méthode 2 :

|

P(Z=j)=) P(U+V=j)nU=k)

n—k
j-k

I

n
k

|

k=0

=Y P(V=j-knU=k)
k=0
j

k=0
J
Y P(V=j—-klU=kPU=k)
k=0

J (n

5
i

k\ _pln -

J k\[n| . ;
J1 _ \2n—j—k

)3

k=0

n

J

(n—k)! n! J! n!

T PG-B Rm-R kG -k -

~ S ~ ¥ ~ ¥ ~ S ~. =

. N .
pz=j=|"|pla-p>4y [!|a-pi*
k=0 k
pa-p?2a+1-p)
pla-p*2@2-p)

A-pH" I (pe-p)

1-p2-pN"I(p2-p)

Z ~B(n,p2-p)).

Y P(V=j-knU=k)car(V=j-k)=@sij-k<0

HH

Notons R; réussir a I'issue de la 1ere tentative et R, réussir a I'issue de la 2éme tentative (et donc rater la 1ere).
(R1, Ry) est un systeme complet d’événements.
Ainsi, d’apres le formule des probabilités totales, on a :

P(R; UR») = P(Ry UR2|R))P(Ry) + P(R, UR2|R)P(Ry)

=1x P(R)) + P(Ry)P(R))
=p+ p(l - P)
=pR2-p)

Ainsi, Z représente le nombre de succes (réussir a I'issue d'une des deux tentatives) lors la répétition de n expériences de Ber-
noulli indépendantes chacune ayant la probabilités P(R; U Ry) = p(2 — p) de réussir.
Ainsi, Z suit une loi binomiale de paramétre n, p(2 — p).



Correction de la séance

Théoreme de Césaro

+ = .
x= Exercice de calcul (Chapitre 12, exemple 7)
1 1 1
Posons U = (1 1 1). Ona A=U - I3. Comme U et I3 commutent, on a, d’apres le bindme de Newton :
1 1 1

n 1 n k n—-k 1 n n—-kyrk
A =kZ=O e |U ) =k§0 | DU,

On remarque que U? = 3U, on a ainsi : Vk € N*, UX = 3¥~1J donc :

A= (-1)"I3+ i( " )(—1)"‘kUk
k=1 k
_(_1)71] + i n (_1)n—k3k—lU
- ’ k=1 k
" (n “kok-1 (=D
=(-D"I3+ Z( ‘ )(—1)" kgk I—T)U

=(-D"L+

k=0

_ n _1\n

(=1+3) _( 1) )U
3

n_(_1\n
:(_1)"]3+uU'

© mégalits

0 2 t
Soit (x, 1) € (RT)2,on a: % (x,1) = (;:_(:—Sgc)z). Donc:

2 1

‘g(x t)‘<—<—
ox T (14122 T 1412

1
Posons g: t — " alors g convient.

2

<Y

AS Exercice 13 (Chapitre 11, exemple 5)
Soit £ > 0. Il existe N e N* telque: Vn = N, |u, - 1| < §.

20



Soitn= N,

n={( 13 wl-1l=|1y L all= 1A S -t
lop=1l= =) ue|=l|=|[= 2 w|—|— == (=D
N1 =1 N1 n =1
1 n
=— Z |ug — 1| d’apres I'inégalité triangulaire
nj=1
1 N-1 1 2
s— ) lup=l+= Y lug—1|
n =1 N k=N
1 N-1 no¢
==Y lu—ll+=) =
n, = k:N2
1 N=t en—-N+1
=-— lug =11+ =
n 4 2
1 N=t n—-(N-1)
<— lup =11+ = C <1
n o n
N-1 1 N-1
Or uy est constant (car N est fixé), donc nliIP — Z uy = 0. Ainsi, il existe un rang N’ € N tel que :
k=1 TN o)
1 A=l £
VneN, nzN = =) |ugl=s-.
n 2
. , £ €
Smtnzmax(N,N),onaalorsIvn—lls5+5se
Ainsi, (v,) nen converge vers [.
Probleme 3 ( Révisions Noél )
1. (@ o Pourn:Z,xgz_%donc0<x2<l.
¢ Soit n =2, supposons que 0 < x, < 1. Alors :
Xp(l+x
ey = ot o
1+2x,
et:
Cxp(+xp) = (142x,) X5 —x,—1
Xpy1—1= =
1+2x, 1+2xy
2 1£v5

Or le discriminant associé a x“ —x—1 =0 est A =5 et ses racines sont >

Or:%§<0<xn<l<%ﬁdonc:xf,—xn—1>0,ainSixn+1—1>0-
Donc:0< x,41 <1.

¢ On a donc prouvé par récurrence que :
Vn=20<x,<l.
(b) Soit neN*,
Xp(L+X,) = Xp(L+2Xx,)  —X5 <0

1+2x, T 1+2x,

Xp+1 —Xn =

Donc (x,,) nen* €st décroissante.

(c) e Lasuite (x;) est décroissante et minor(lé(e1 _Pl)al‘ 0 donc (x,) converge vers [ € [0, 1].

* Par passage alalimite, onadonc: [ = 357 Or:
Q+1 1+1
l= ( )@l:Ooul:—©l=00u1+2l=1+l©l:0.
1+2] 1+2]

Donc (x;) converge vers 0.



(d) SoitneN*,
11 1+2x, 1  1+2x,-(1+x,) 1

Xne1  Xn  Xp(L+xn) Xpn  xp(l+xp)  xp+1
(e) Commelimx, =0,0ona: limﬁ =1.
Ainsilimu, = 1.
(f) e Soit neN*,

2w
nZi\ Xk Xk

l n
:;g =

Donc, par sommes télescopiques :

1 1 1
Up=— -——.
n\xp+1 X1
¢ Comme limu, =1, par théoréeme de Césaro, limv, = 1.
Or, soit n e N*, ona'vn: 1 1

NXpe1  n°
1

Donc: nx1+ =v,+ —, ainsi : lim - -=1 donclimnx,.; =1.
Orlimx,.; =0,d ol hm(n+ 1)xn+1 =1.
Ainsi :

lim nx,=1.
n—+oo

(a) Posons [ =lim xj, alorslim(x;41—x,)=1—-1=0
Donc la suite (x,+1 — X) neny+ converge vers 0.
(b) i. Posons:VneN*, u, =xp+1 — Xn.
Alors, comme lim u,, = [, on a, d’apres le théoréme de Césaro : limv, = I.
Or, soit n € N*,

1 & 1
Un== ) (Xgs1 = Xk) = = (Xps1 — X1),
n n

k=1
par somme télescopique.
Ainsi : lim % (Xpse1—x1) =1
Orlim 2L =0, d’ou lim #22 = ],
De plus, lim -5 2 =1
Donc: X
lim == = 1.
n
ii. SoitneN*,ona:x,=3"n.
Orlim3* =1#0et hmn +oo donc:
limxnz{ +00 s?l>0
—o0  sil<O.

iii. Posons:VneN*, x, =1lnn.
Soit n e N*,

1
Xp+1—Xp=In(n+1)—In(n) =1n (1 + ﬁ) .

Donc lim(x,+1 — x,) = 0 et (x,,) diverge.
Ainsi, dans le cas ot I = 0, la suite (x,) ,en+ N'est pas nécessairement convergente.
(a) SoitneN,

3 1+( 1)n+1 _1+(_1)n+1
"_Z(_) 1-(-1) 2n

Ainsi, comme (—1 + (—1)"*1) est bornée et lim =k 5, =0,0na:
limv, =0.
(b) Ona (v,) qui converge et (u,,) qui n'a pas de limite. Ainsi la réciproque du théoréeme de Césaro est fausse.

(a) Soit n e N*, comme (u;,) est croissante, on a:

Z ug = Z Uni1=@n—(n+ 1)+ Dityi1 = Rty
=n+1 k=n+1

(b) Soit neN*,

1 2n
Upe1 <= uk—— Zuk—zuk = (Zann nUp) = 2020 = Up.
Ly k=



(c) e (vp) est convergente donc bornée, ainsi (2v2, — v,) est bornée. Donc (u,,) est majorée.
e (uy) est croissante et majorée donc (u,,) converge.
e Posons [ =1im u,, alors, d’aprés le théoréeme de Césaro, lim v, = [ donc:

limu, =limv,.

(d) On amontré que si (1) est croissante, alors la réciproque du théoreme de Césaro est vraie.




Correction de la séance

Polynomes de Tchebychev

x= Exercice de calcul (i Chapitre 8, exemple 18)

SoitxeR,ona:4x?—4x+1=(2x— 1)
Soit x e R\ {3},

x+1 1 8x-4 3 1 1 8x-4 3 2
= — + — = — + —
4x2 —4x+1 84x2—-4x+1 24x2-4x+1 84x2—-4x+1 4(2x-1)2
Ainsi une primitive dex—»ﬁestx—»%ln@xz—bw 1)—%% et les primitives dex-—»ﬁsom:

R\{3} — R
{lln(4x2—4x+1)—§2x1_1+/11 sixel—oo,3[ A1, A2€R.

gln(4)c2—4x+l)—22x£1 + s six(-:—%,+oo[

n(l+n?xY —nxan®x® n-3nx* nQ-3n%x*

© mégalite

. L. . / _ —
Soit n e N. f,, est dérivable sur [0,1] et: Vx € [0,1], f,,(x) = L+ 202 S0 2 s

| fn ()] an(i/;).

1 "5z _ s 3
Or: v — | = 32 = 3 /5. Donc ¢ = —= convient.
In 3n%) 1+ 4‘\‘/5\/_ a3
n

1

Donc f;, est croissante sur [0, \4/ 3—2] et décroissante sur
n

Ainsi, soit x € [0,1],

@\7
2 / Exercice 14 (Chapitre 15, exercice 16)

Pour tout P € K[X] \ {0}, on note dom (P) son coefficient dominant.

1. Pour tout n € N*, on considére la propriété P (n) : « deg(T,,) = n et dom (T;,) =2""1.»
Montrons par récurrence d’ordre 2 que pour tout n € N*, P(n) est vraie.

e Pourn=1,T) = Xdoncdeg(T;) =1etdom(Ty)=1= 20,
Pour n=2, T» = 2X? -1 donc deg(Ty) =2 etdom(T»)=2= 2271 Ainsi P(1) et P(2) sont vraies.

24



« Soit n € N*, supposons que P(n) et P(n+ 1) sont vraies.
Ona Typip=2XTy41 — Ty donc deg(Ty42) = deg(2X Tyv1 — T).
Or, deg(T,) = n, deg(2X T)+1) =deg(2X) + deg(Ty,+1) = deg(X) + deg(Ty+1) =n+2
donc deg(T;,) < deg(2X Ty+1))-
Ainsi, deg(Ty+2) = max(deg(2X Tp+1),deg(Ty)) = deg2X Ty11) = n+2.
De plus, comme deg(7T,,) < deg(2X T;+1)), le coefficient dominant de T, est celui du polynéme 2X7},,.
D’ottdom (Ty,42) =dom (2X Ty41) =2dom (Tj4q) =2 x 2" = 2n+l
Ainsi, P(n +2) est vraie.
o Ainsi, pour tout n € N*, deg(T,,) = n et dom (T},) = 2" 1.
De plus, on a: deg(Tp) =0 et dom (Tp) = 1.
2. Soit 6 € R. Pour tout n € N, on consideére la propriété Q(n) : « T),(cos(f)) = cos(nf).»
Montrons par récurrence d’ordre 2 que pour tout n € N, Q(n) est vraie.
e Pour n =0, Ty(cos(8)) =1 = cos(00).
Pour n =1, T;(cos(@)) = cos().
Ainsi, Q(0) et Q(1) sont vraies.
« Soit n € N, supposons que Q(n) et Q(n + 1) sont vraies.

Th2(cos()) =2cos(0) Ty41(cos(@)) — Ty (cos(H))
;R 2cos(0) cos((n +1)8) — cos(nd)

=2cos(0) (cos(nf) cos(0) —sin(nb) sin(0)) — cos(nh)
= cos(n6) (2 cos(0)? — 1) —sin(n6) (2 cos(0) sin(6))

= cos(n6) cos(20) — sin(n0) sin(26)

=cos((n+2)0)

Ainsi, Q(n +2) est vraie.
e On a donc prouvé par récurrence que pour tout n € N, Q(n) est vraie.
Montrons désormais I'unicité.
Soit P € C[X] tel que : VO € R, P(cos(0)) = cos(n0).
On aalors: VO € R, P(cos(8)) = Ty (cos(@)).
Donc: VO eR, (P — Ty)(cos(@) =0. Or, cos: R — [-1,1] est surjective.
Ainsi:Vxe[-1,1], (P-T,)(x) =0.
Donc P - T,, admet une infinité de racines (distinctes). C’est donc le polynéme nul.
On adonc P = T,. Ainsi, T, est bien 'unique polynoéme vérifiant I'égalité souhaitée.
3. Ty n"admet aucune racine.
Soit n € N*. Déterminons les racines de Tj,.
Soitf eR.Ona:

Tn(cos(@) =0 <= cos(nd)=0
T
<~ nl=—[n]
2
T
<~ 3dkeZ nb=—+kn
n
T
—+kn
— 3kez,0=2
n
2k+1
— 3kez p= 2D
2n
2k+1
Ainsi, les (cos ((2—)”)) avec k € [0, n — 1] sont des racines de T},.
n
, . n  (2k+Dn b2
Smtke[[O,n—l]],onal52k+152n—1.D0u:052—52—571——<7T.
n

. L . k+ 1) .
De plus, la fonction cos : [0, 7] — [—1,1] est injective. Ainsi, pour tout k € [0, — 1], les {cos BETER sont deux a deux
n

distincts. On a ainsi obtenu 7 racines distinctes pour T}, de degré n. On a donc déterminé toutes les racines de T},.




Probléme 4 ( Nouveau probleme, d'apreés Centrale PC 2022 )

1. Polyndomes de Lagrange
(a) Soienti, kell,n],
o Sik=i Li(a)= ]

jell,nini i — 4j
e Sik#i,ilexiste j € [1,n]\{i} tel que a; — a; = 0 donc L;(ay) = 0.

Ainsi :

a,-—aj _1

1 sik=i
Lilai) :{ 0 sinon

n
(b) Soit P€R,_1[X], posons Q=P — ) P(a;)L;.
i=1
e Onadeg(P)<n—-1let:Vie[l,nl, deg(L;) =n—1.
Donc deg(Q) < n—1.
e Soit ke [1,n],

n
Q(ax) = P(ay) - Y_ P(a;)Li(ax)
i=1

= P(ay) — Plax)

=0
Ainsi, Q admet au moing n racines distinctes.
e DoncQ=0,dou: P=) P(a;)L;.
i=1
(c) Soit P € R[X] tel que deg(P) <n—2.
n
OnaPeR, 1[X],donc: P=) P(a)L; (%)
i=1
1

Le coefficient en X"~ ! dans L; est —— etle coefficient en X "=1 dans P est 0 donc en égalisant les coefficients

[1@i-a)

j=1

J#i

en X1 dans (%), on obtient :

2. Polynémes de Tchebychev

[n " [n k
@ 1+1"=) [ Jet@a-D"=) [ |(-D*.
k=0 k k=0 k
En sommant, on obtient :

2 sikestpair

k=
On1+(=1 {O si k est impair

Donc:

D’oly, en posant k=2p :

Donc:



(b) Soitpe HO, LSJ ﬂ, X""2P (1 — X?)P estun polyndme de degré n—2p +2p = n de coefficient dominant (—1)7.
Donc par combinaison linéaire, deg(T,) < n et le coefficient en X" dans T}, est
12) n 1510,
) (—1)’7( )(—1)" =) ( ) =2""140.
p=0 2p p=0 2p
Ainsi, deg(T,) = n et le coefficient dominant de T, est on-1
(c) e SoitfeR,

COS(I’ZG) = Re (eing) =Re ((eie)n)
=Re ((cosf +isinb)")

n
=Re|)_ " (isin0)*(cos®)"*
i=o\k

Or: i* e Rsi k est pair et i¥ € iR si k est impair. Donc :

cos(nf) =Y ik(n) cos"¥(9)sin* 0
kelo,n] k
k pair

.
=) iZP( )cos”_zp(ﬁ) sin?” 0
- (—1)”( " )cos"2p(9) sin? ()
2p

n
=) (=P cos" 2P (9) (1 - cos?0)”
o) (1-co?0)
= Ty(cos(9))

T, vérifie bien la relation.
e Unicité:
Soit Q, e R[X] tel que : VO € R, Q,(cosB) = cos(nh).
Alors: VO eR, (T, — Q) (cos(8)) =0.
Or:cos:R— [-1,1] est surjectif. Ainsi: Vx € [-1,1], (T, — Q) (x) = 0.
Donc T, — Q, admet une infinité de racines distinctes. Donc T, — Q, = 0.
Ainsi Ty, = Q.
¢ Ainsi T, est'unique polynome tel que: V0 € R, T, (cosf) = cos(nf).
(d) Soitke[1,n],
k-1n
Ty(xg) =Ty |cos| ————
2n
( Rk-1Drn )
=cos|———
2

=cos(k7r— g)
=0

L ) Qk-1rm e R
Ainsi, xi est racine de Tj,. De plus, ————— € [0, 7] et cos : [0,7] — R est injectif. Donc les x; sont deux a deux

distincts.
Ainsi, x1, ..., X, sont n racines de T, qui est de degré n. Donc T}, est scindé et son coefficient dominant est 2n-1,

n
Donc T, = 2" [T (X = xp).

k=1
3. Une premiere inégalité
(@) e« enutilisantla question 2.c, sup |Ty(x)|=sup|Ty,(cosB)|=sup|cos(nb)| car {cos,0 € R} = [-1,1].

xe[-1,1] OeR OeR
Ainsi: sup |T,(x)|=1.
xe[-1,1]



1
e Posons W = T T, alors deg(W) = deg(T,) = n et W est unitaire.

1
sup [Tn(0)|= 7

Deplus, sup |[W(x)|=
xel-1,1] 2L et

1
Donc W = —— T, vérifie I'égalité.
(b) e deg(Ty) =netdegW = n, donc deg(Q) < n.
o Le coefficient en X" dans Q est ——2""1-1=0

on-1
Doncdeg(Q)<n-1
(c) 1i. Soit ke [0,n],

1
Qzk) = 575 Tnlzk) — Wz

1 km
=—T (cos (7)) - Wizg)

zn—l
1 .
= o1 cos(km) —W(zx) aveclaquestion2.c
1 k
= on-1 =D =Wi(zg)
1 1
Or: —F < W(Zk) < 2]1_—1
Donc: ]
e si k est pair Q(zy) = ST —1W(zk) > 0.
e si k estimpair Q(zy) = ——— — W(zg) <0.

ii. Soit k € [0, n— 1], la fonction ;ollynomiale associée a Q est continue sur ] zx41, 2¢[ et 0 est compris entre Q(zy) et
Q(zg+1) donc d’apres le TV, il existe ci €]zx+1, 2k [ tel que : Q(cx) =0.

iii. Onaz, <cp-1<2zp-1<..< 21 <cy< gy donc cy,...,cy—1 sont n racines distinctes de Q.
Or, deg(Q)<n—-1,donc Q=0.

. 1 . 1 Ty (x)
Ainsi: W = ——T, ce quiestabsurde car sup |[W(X)|< —— = p —
2n xe[-1,1] 2" xe[-1,111 2"

1
Ainsi: sup |[W(x)|= o1 et (1) est prouvée.
xe[-1,1]
(d i. e Soit k€ [0,n], de méme qu’ala question 1.c.i Q(zx) = 0 si k est pair et Q(zx) < 0 si k est impair.
e Soit j € [0,nl, (zK)keqo,n1 €st décroissante par décroissance de cos sur [0,7]. Donc zx —z; > 0si k < j et

zZp—zj<0sik>j.
n

Donc H (z — zj) est le produit de k termes négatifs (j € [0, k —1]) et de n — k termes positifs (j € [k +1,n]) .

j=0

Jj#i
Ainsi, ce produit a méme signe que (—l)k x 17k = (—l)k.
Donc ce produié ((3st )positif est k est pair et négatif si k est impair.

2k

e Par produit ———— =0.
H (zr — 2j)
j=0
J#k
ii. En appliquant 1.c a n+ 1, aux points zj, ..., 2, et au polynéme Q qui vérifie deg(Q) < (n+1)-2=n-1,ona:
nQe
f e
=0T (2 - zj)
j=0
j#k
Or, il s’agit d'une somme de nombres positifs, donc :
vkio,nl, — 2 g,
[1 -2
j=0
j#k

Donc: Vke€ [0,n],Q(z;) =0.

Ainsi Q admet au moins n + 1 racines distinctes (zo, ..., z,) et deg(Q) = n—1.
1
DoncQ=0etW = 2n—_1Tn.
T,
On a donc égalité dans (1) ssi W = zn—fl



Correction de la séance

Equations fonctionnelles

x= Exercice de calcul (i Chapitre 7, exemple 12)

Posons : " .
Ap=) cos(kt)etB, =) sin(kr).
k=0 k=1
n . n . n . n .
e+ OnaA,=) Re (e”“) =Re| ) ekl et B, = Y Im (e””) =Im|)_ ekt
k=0 k=0 k=0 k=0
e Ona:
n . n .
elkt — (elt)k
k=0 k=0
Donc:

- siel’ =1, c’est-a-dire si = 0[27], alors :
n

K =Y 1= n+1
>
k=0

k=0

Donc:
Ap,=n+1letB,=0.

— sielt #£1, cest-a-dire si t £ 0[27], alors :

. (n+1)t . (n+1)t - (n+1)t
. ol (e e S (TR
i ikt 1_(elt)n+1 e (e 2 —e 2 ) el z —ZISIHW
= 1-ell ois (e—ig’_eié) ez —2ising
g sin UL
= el 2 —
Slnz
Donc: 1
AR ( imsin@) cos 4L sin "EUL
=Rele 2 =
n . t . t
sin sin§
et
B o—1 st sin@ sin%sin@
=Imle 2 =
n . .
sin % sin %

29



© mégalite

Soient ne N* et x e R.

=] = |2 ] o | -
" 1+nx2 1+nx?2! 1+nx%’
Or:
o six|> f,alorsl+nx > nx?>0donc:
1
(x)—x —<—,
| E nlx| — vn
o si|x|= \/Lﬁ,alors:

1
|fn(x)—x| <|x| s —.

Vvn

Posons:VneN*, u, = \/Lﬁ Ona:VneN* VxeR, ‘fn(x) - x| < u, etlim u, = 0 donc (u;) convient.

Probleme 5 (Devoirlibre 15)

1. En appliquant I’hypothésea x =y =0,ona: f(0) = f(0) + f(0) + 0 donc:
f@=o0
2. Soit x € R. En appliquant 'hypothése a x et —x,ona:f(x—x) = f(x) + f(—x) — x? donc, comme f0) =
f=x)=—f(x) +x°.

3. Soit xeR.
e Pour n=0, f(nx) = f(0) =0et nf(x) - 1nx*+ in’x* =0 donc:

fhx)=nf(x)— %nx2 + %nzxz.

 Soit n € N supposons que f(nx) = nf(x)— Lnx?+1 n x2.0na:

fl(n+1)x)=f(nx+x)
= f(nx)+ f(x) + nx.x parhypotheése sur f
1 1
=nf(x)- 3 nx® + Enzx2 + f(x)+nx* parhypothése de récurrence

1 1
=(n+1)f(x)+§nxz+Enzx2

=(n+1)f(x) - l(n+1)x2+ l(2n+1)x2+ L
2 2 2
=(n+1Df(x) - %(n+1)x2+ %(2n+1+n2)x2

=(n+1f(x)- %(n+ Dx®+ %(n+ 1)%x?

e Dongc, par récurrence :
1 1
VxeR,VneN, f(nx)=nf(x)—- Enx2+ Enzxz.

4. SoientxeR, ne Z.
e sineN,lerésultat est vrai d’apres 3.



e sin<0,alors —n eNdonc, d’apres 3. :

fl=nx)=-nf(x)+ %nx2+ %nzxz.

Or, d’apres 2. f(—nx) = —f(nx) + n®x2. Ainsi ;

1 1
—f(nx)+n’x*=-nf(x)+ Emc2 + Enzxz.
Donc:

fx)=nf(x)— %nx2 + %nzxz.

e Donc:

1 1
VxeR,Vnez, f(nx) = nf(x)—inx2+5n2x2.

5. Soitx€ Q. Il existe pe Z et g e N* telsque:x:B

D’apres 4 :
1 1
fl@x)=qf) - quz + quxz.
Or:
L, 1,
flan=fp =fpD=pfQ)-5p*+p"
Donc: . . 1 1
—Zagx*+ Zg*x% = _ L2, L 2
Af X =5ax 4 Sq° " =pf)-2p°+2p°
Donc: ,
i 1 g 15 %
qfx) 26/+/Zf/—pf(l) SPt )
Donc:
= 1 o1pt
qfx)=pf) 5Pt Y
Ainsi : )
Py tp 1P 21 2
f(x)—qf(l) 2q+2q2—xf(1) 2x+fra()12x_
Donc:

VxeQ, f(x)= x —%x+f(1)x

6. e Posons A= f(1)- 3, alors:
VxeqQ, f(x)= —x +Ax.

Soit x € R. Il existe (x,) suite de rationnels telle que lim x;, = x.
Soit n € N, comme x, € Q, alors :

fxn) = —x +Axp.
Comme f est continue, lim f(x;) = f(x) donc, par passage a la limite :
f) = —x + Ax.

e Donc: 1
VxeR, f(x) = Ex2 +Ax.

7. o Analyse : Supposons qu'il existe f € C°(R) telle que :

Vx,yeR, f(x+y) = f(x)+ f(y) + xy.

D’apres les questions précédentes, il existe A € R tel que :

1
VxeR, f(x) = Exz +Ax.



« Synthése : Soit 1 € R, posons f : x— 3x* + Ax. Alors f € C°(R) et, soient x, y € R,

1 1
f(x)+f(y)+xy=5x2+/1x+5y2+ﬂly+xy

1

= E(x2 +2xy+ )+ Ax+y)
1

=5+ +Ax+Y)

=flx+y)

Donc f convient.
e Donc les solutions sont :
f: R =~ R AeR

Probléme 6 ( Devoir libre 15)

Premiere méthode :

1. Soit f la fonction constante nulle.
Il est clair que f est définie et continue sur R et que f vérifie (1). Ainsi f € E.
Donc:

E#¢

2. + Comme f est définie et continue sur R, il est clair que g I'est également.
e Soientx,y R,
gX)+g(y) = fX)-fO)+f(-fO
fX)+f(y-2f0)
+
= 2f(57) -2/
= 2(f(5Y) - /)
= 2g(%%)

Ainsi g vérifie (1).
e D'ou:
gekE
3. (@) Soit x€R. En prenant y = —-xdans (1),ona:

f+ f(=x)=2f(0) =0.

Donc:

f=x)=-f(Xx).

Ainsi f est impaire.
(b) Soit x € R, en prenant y = x+2dans (1),ona:

X+x+2

f(x)+f(x+2):2f( ):Zf(x+1).

X
Ainsi :
VxeR, f(x+2)=2f(x+1) - f(x)

(c) e Posons:
vneN, u,=f(n)

Alors, comme :
vneN, f(n+2)=2f(n+1)- f(n),

ona:
VneN, upio =2Ups1 — Uy.



Le polynome caractéristique associé a cette relation est :

X?-2X+1=(X-D2
Ainsi, il existe A, p € R tels que :

VrneN, u,=A+un.

Or up = f(0) =0, ainsi A = 0.
Etu; = f(1) = a, ainsi u = a.
D’ou:

VneN, f(n) =u,=an.

e SoitmeZtelque m<O0.

Comme f estimpaire,ona:

fm)=-f(-m)
Et comme —m €N, on a, d’apres le point précédent :
fl=m)=a(-m).

Donc:
flm)=—a(—m)=am.
e Onaalors:
VmeZ, f(m)=am.
(d e SoitxeR, enprenant y=0dans(1),ona:

feo=2£(3)

Donc: 1
x
f (E) = Ef(X)
e Pour p=0,
1 a
f(z_p)—f(l)—d—z—p
¢ Soit p €N, supposons que :
1Y a
HNar)= 2
Ona: Ljop
1 —
f(m) = f (T)
1 (1
= % f (2_17) d’apres le premier point
- -2 d’apres 'hypothese de récurrence
22
= 2p+1

e On a donc prouvé par récurrence que :

1 1
VpEN,f 2—p =a2—p.

(e) Soit n € Z, montrons par récurrence sur p que :
n 1
VpeN, f(z—p) = 55 [,
e Pour p=0,
n 1
f(z—p) = fm) = 2

« Soit p €N, supposons que :

Ona: /2P
f(zp_lil) - f( 2 )
= lf(zip) d’apres le premier point

1
= 3 %—p f(n) d’aprés’hypothese de récurrence
= 2p—+1f (n)



¢ On a donc prouvé par récurrence que :
vpeN, f(5)= L.
\ar)2p '
e Soientne Z, peN, comme d’apres 3.(c), f(n) =an,ona:
n 1 1 n
f(z—p) = z—pf(n) = Z—pan = dz—p.
¢ On a ainsi, par définition de D :
VxeD, f(x) = ax.
(f) 1. SoitneN, comme |2"xg] € Zet neN, alors:
[2"xo)
=—¢€

n

D

Up

Ainsi, (u,) est a valeurs dans D.
. SoitneN,ona:

-
=

I_Zn.XQJ = anO < |_2"x0J +1

Donc:
(2" xo) [2"x0] 1
=Xo < + —
2n 2n 2n
Ainsi : .
Up<=Xo<Up+ 2_n
D’ou 1
Vnel\l,xo—z—n < Uy =< Xp.
De plus:

. 1
lim xy—— = xp,
n—-+oo n

donc, par théoreme d’encadrement, (u,) converge et :

lim u,; = xp.
n—+oo

iii. Comme lim,_ ;o U, = X et f est continue en xp, ona:

Jim f(un) = f(xo0)-
Deplus, VneN, u, € D, donc:

VneN, f(u,) = auy,
Ainsi :

fxo)= lim auy,
Donc:
f(xo) = axg.

(g) e Soit f € E, soit g définie comme a la question 2, alors g € E et g(0) = 0, donc d’apres les question précédente, il
existe a€ R tel que:
VxeR, g(x)=ax

De plus, comme: Vx e R, f(x) = g(x) + f(0), il existe b e R tel que :
VxeR, f(x)=ax+Db.

¢ Réciproquement, posons :
VxeR, f(x)=ax+Db,

avec a,beR.
Alors f est définie et continue sur R et de plus, soient x, y € R,
fO+f(y) = ax+b+ay+b
= alx+y)+2b
= Z(a% +b))
= 2f(%%)

Ainsi f vérifie (1).
Donc f € E.



e Onadonc:

Seconde méthode :

4. Soit x€[0,1],
. SiOSxS%,alorsOSsz1d0nc2x€[0,1].
e Sii<x=<l,alors1<2x=<2donc2x—1€[0,1].
e Onadonc:

Vxe[0,1],2x€[0,1]ou2x—1€[0,1].

5. (a) f estcontinue sur le segment [0,1] donc f est bornée et atteind ses bornes.

(b)

(]

Ainsi il existe ¢, d € [0, 1] tels que :

JO= RS /D =g/

On a alors :

Vxe[0,1], f(d) < f(x) < f(c).

e Onapplique (1)ax=2c€[0,1] et y=0.0On aalors:

fRa+f0)=2f(c)

Or f(2c) < f(c) donc:

2f(0) < f0)+ f(o)
D’oui:
f(c) = f(0).
De plus, d’apres 5.(a), f(0) < f(c), donc:
f) = f(o).

On applique (1) ax=2d €[0,1] et y=0.On a alors:
fed) +f0)=2f()

Or f(2d) = f(d) donc:

2fd) =z fO) + f(d)
D’oui:
f(d) = f(0).
De plus, d’apres 5.(a), f(0) = f(d), donc:
fO) = f(d).

Onadonc:
flo) = f(d) = f(0).
Comme :

Vxe[0,1], f(d) = f(x) < f(o),
ona: f est constante.
Sice [%,1], on applique (1) ax=2c-1€[0,1] et y=1.On aalors :
fRc—-1+f)=2f(c)
Or f(2c—1) < f(c) donc:
2fe)=fM)+ f(o)
D’ou:
flo=sf.

De plus, d’apres 5.(a), f(1) < f(c), donc:
f=fo.



e Side[1,1], onapplique (1) ax=2d-1€[0,1] et y=1.Onaalors:
A=)+ f(1) =2f(d)
Or f(2d—-1) = f(d) donc:

2f(d = f)+ f(d)
D’oli:
fd) = f).
De plus, d’apres 5.(a), f(1) = f(d), donc:
f=f.
e Comme on a, f(0) = f(1), on a donc, dans tous les cas :
f=f.

e Comme:
Vxe[0,1], f(d) < f(x) < f(o),
ona: f est constante.
Soient x, y € [0,1],

h(x) + h(y) F) - (F) = FO)x+ ) - (fF) - FO)y
f@+ )= (fFW) = FO)(x+y)

2f (55) - (fFO - FO)(x+y)

2(f () - - fon=3)

= 2h(3)

Donc h vérifie (1).
Comme f est continue sur [0,1], i 1'est également, on a alors :

heE

Ona:
h(0) = f(0)
et
h() = f(1) - (f(D) - f(0)) = £(0) = h(0)
Donc h vérifie les hypotheése de la question 5, donc h est constante.
Soit f € E', alors, d’apres la question précédente, il existe b € R tel que :

Vxel0,1], f(x) - (f) - fONx=b

Ainsi, il existe a € R, tel que :
Vxel0,1], f(x)=ax+Db

De méme que pour la question 3, s'il existe a, b € R tels que :
Vxel0,1], f(x)=ax+Db

alors f e E'.
On adonc:

_ b1~ R
- X — ax+

E' b,mbem




Correction de la séance

Déterminants

X+

= Exercice de calcul (Chapitre 16, exemple 8)

1.
2
cosx _ 1-%+o(?
inx o 3 3
1+sinx 014 x— % 4 0(x%)
2 3 3 3
X b x> X 3) 3
=(l1-—={1-x+—+&x-—7)"-(x——)"|+o(x
O( 2)( 6 ( 6) ( 6) (x)
2 3
x x
:(1——)(1—x+—+x2—x3)+0(x3)
0 2 6
2 3
X 5x
:(1——)(1—x+x2——)+0(x3)
0 2 6
563 ¥ x°
=l-x+x'—— -+ +ox%
0 6 2 2
2,3
b
=1-x+—-"+o0(x%
0 2 3
2.
X2 x?
2 0 3 2
Sh=x 0 (x4 £ 4 o(x4))
1

<l

(1+% +0(x3))2

[\

S0+ p o) 2
0" "6
2
=1- i +o(x*)
o 3
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? ¥ i .
ex_l_x_?"rg'f'ﬂ‘i‘o(x)
ln(1+x)5 x2 X3
X——+—=—+o0(x%)
1 x? )
—+—=+—+0(x)
_ 2 6 24
=X X
0 x  x?
I-=+=+o0x?
2 3
1 x x? x  x? x 22\ ’
=x|[z+=z+=]||1-[-=+=|+|[-=+ =] |+0(x")
0 2 6 24 2 3 2 3
1 x x? x x* x? »
=xX|{z+=+—= |1+ = ——+—|+0(x)
0 2 6 2 2 3 4
1 x x? x x? ’
=x|{z+=+—||1+=-——=|+0o(x")
0 2 6 24 2 12
1 (1 1 1 1 1),
=x{-+|-+=Z|x+ |+ = —— +0(x%)
0 \2 \4 6 24 12 24
1 5
=x(— —x+—x2+0(x2))
0 \2 12
5
=—x+—x*+ —x+0(x°)
02 12 12

© mégalite

d
Soit (x, 1) € [a, b] x [0,1], on a: a—Z(x, 1 =

—2x(1+ 12 e (1+1)
1+12

ou
‘0_ (x, t)‘ = 2xe‘x2(1+t2) <2x<2b.
X

2 2
=—2xe~* 1+ Donc:

)
)

A Exercice 15 (Chapitre 24, exemple 8)

Pour tout n = 2, on note :

Pn):Vx1,.,xn €K, V(xy,...,x,) = H (xj

Montrons par récurrence que pour tout n = 2, P(n) est vraie.

. 1
e pour n=2:soient x1,x3 €K, V(x1,x2) = ‘

Or, l_[ (xj = xi) = X2 — x1.
l<i<js<2
Ainsi, P(2) est vraie.

e Soit n = 2. Supposons que P(n) est vraie.

Soient x1,..., X;+1 € K.

" =X X
1 = A2 1.
1 X1
1 X2
V(x1,..Xp4+1) =
I Xpt1

l<i<jsn

- X;).



Pour tout k allant de n+1 a 2 et dans cet ordre, on effectue Cy — Cj — x; Cy_;. Le déterminant est inchangé.
Ainsi:

1 0 0
-1
1 x-x X2 (X2 — x1) e X (2= x1)
V(x1,..Xn+1) =
-1
I Xpr1—X1 Xpe1(Xpr1—X1) ... X0 (Xpe1 —X1)

En développant suivant la premiére ligne, on obtient :

-1
X2 — X1 X2 (X2 — x1) e XY (2= x1)
V(x1,..Xp+1) =

n-1
Xpt1— X1 Xp+e1(Xper—X1) oo X0 (Xps1 — X1)

Par linéarité du déterminant par rapport a chacun des lignes, on obtient :

1 x cooxid
n+1 2 2
V(1 Xpe) = [] (= x1) x
j=2 -1
I Xps1 . X0
n+1
= || (xj—x1)V(x2,..., Xn+1)
j=2
n+1
= H(xj—xl) H (xj—x;) parhypothese de récurrence
j=2 2<i<jsn+1l
= I &-x
l<i<jsn+1

Ainsi, P(n +1) est vraie.
e On a donc prouvé par récurrence que pour tout n = 2, P(n) est vraie.

Probléme 7 ( Probleme fait en classe )

Partie 1 :

(wluw (ulv)
(wlw) (@lv)
Or, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1. o Guv) = =wlwwlv)-wlvw@lw=lul?lvl?-(ulv)?

)l =lullvl

Donc (u|v)? < |ul®|v|?.
Donc:
G(u,v) =0/

o Gw,0)=0o (u| v)* = llul®|vl* < || v)l=lullvl.

Donc, d’apres le cas d’égalité dons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
G(u,v) =0ssi u et v sont colinéaires.

2. (@ Ona(u|w)=(w|w)=0Donc:

lul> (ulv) 0 wi?  wlv
Guv,w)=| wlv) Jvli>2 0o |=lwl?| 2
0 0 e (ulv)y vl

Donc G(u, v, w) = |w?G(u, v).



(b) Mexiste A, peRtelsque w=Au+ puv.

(ulw (ulv) (u|w)
(viw (wlv) (vlw)
Au+pviw Au+pviv) Au+pv|w)

G(u,v,w) =

En utilisant la linéarité par rapport a la derniére ligne :

(wlw wWwlv) (ulw)
vl wlv) @lw)
(wlw wW@lv) (ulw)

wlw wlvy) w@lw)
vlw wlv) (@lw)

G(u,v,w) =1

(wlw W@lv) (ulw)
+p

Or les 1°™ et 3°™€ lignes du premier déterminant sont égales et les 26™¢ et 3™ lignes du second déterminant sont
égales.
Donc: G(u, v, w) =0.

(©

(wluw (ulv) (ul?)

wlw @lv) @l

(tlw (lv) mIm+(lD

G(u,v,w) =

car(t|ln)=(n|t)=0et(u|n)=(v|n).
En utilisant la linéarité par rapport a la derniére colonne :

(ulw) @lv) Wle
vlw wlv) Wl
(tlw) (lv) (¢]0)

=G(u, v, t) + | nlI*G(u, v)

Or, d’apres 2.b G(u, v, t) =0, donc:

(ulu) (ulv) 0
(viw) v 0
(tlw (@lv) (nln)

a(u,v,w) = +

G(u, v,w) = [nlI*G(u, v).

(d) o Comme Vect(u, v) ® Vect(u, v)* = E, tout vecteur w est de la forme de la question précédente.
e Si(u, v, w) libre, alors u et v sont non colinéaires. Donc G(u, v) # 0d’apres 1.

De plus, si n =0, alors w = t € Vect(u, v).Donc (u, v, w) liée.
Donc n #0, ainsi ||n|| Z0.
Donc G(u, v, w) #0
e SiG(u, v, w) #0, alors G (u, v) #0 et |n]2 #0.“ Si (u, v, w) liée, alors il existe 11,12, 13 € R tels que Mu+Adv+

Asw =0et (A1,12,13) #(0,0,0)

- SiAz=0,alors L;u+Av=0.

Or G(u, v) # 0 donc u et v non colinéaires donc 1; = 1, = 0 ce qui est absurde.
— Onadonc A3 #0.Donc w =— 1“/{'3 2¥ Ainsi w est combinaison linéaire de u et v.

D’oit w = t et n =0 ce qui contredit || n]|> £ 0.
Donc (u, v, w) libre.
Ainsi (u, v, w) libre ssi G(u, v, w) # 0.
Partie 2:

1. Nl existe (A4,...,4,) #(0,...,0) tel que :

Donc: Vi€ [1,nl, X7_, A;(uil1;)=0.
Posons Cj, C;, les colonnes de Gram (uq, ..., Uy).
Alors : Z;.l:l/lej:O,donc(Cl,...,Cn)liée.
Doncrg(Gram (uy,...,uy,)) < n.
Ainsi Gram (uy, ..., un) n'est pas inversible.
Dou G(uy,...,uy) =0.

2. (a) Soitje[l,n]l,ona:

n
uj= Z ak,jek.
k=1



Donc:

™M=

n
(uiluj)= ( apier| ). ak,jek)

k=1

—
1l

I
M=
M= "

aiax,;(er | ex)

I=1k=1
n n

=) Y apiag 6k
=1 k=1

I
M=

a,ia, j

kel
I
—_

D’oui:

n
(uiluy) = Z ak,i A, j-
k=1

(b) Posons AT - A= (m;,} € M, (R) Soient i, j [1, 1],

n
mij= ) akia;=(u;ilu;)
=1

Donc:
AT. A= Gram(uy,..., Uy).
(©)
G(u uy) =det (AT A) = det(AT) - det(A) = det(A)*.

Comme A est une matrice de passage, A€ GL,(R) doncdetA#0.Ainsi G (ul, s un) >0.
3. (a) Voir cours.

(b)
(erlen) - (erley)  (eplxp)
G(e1,...,ep,x)=G(e1,...,ep, xp+n) = : : :
’ ’ (epler) -+ (eplep)  (eplxn)
(xplen) - (xplep) lxpll®+|nl?

car (x| x) = (xp + 1| xp+n) = |l xpl> + 2 (n | xp) + Inll* = | xpl* + | nll>.
En utilisant la linéarité par rapport a la derniére colonne :

(erlen) - (erlep) (eplxr) (erler) -+ (erley) O
G(er...,ep,x) = : : : + : : :

(epler) - (eplep) (eplxr) (epler) -+ (eplep) 0O

(xple) - (xplep) lxpl? (xplen) - (xplep) lnl?

:G(el,...,e,,,xp)+IInIIZG(el,...,ep)
Or (ey,...,ep, xp) estliée, donc, d’apres 1:G ey, ..., ep, xp) = 0. Ainsi :
G(er,...,ep, xp) = Inl*G ey, ..., ep).
« Comme (ey,...,ep) estlibre, G(ey,...,ep) # 0 donc:

G(er,...,ep, x)

Inll? = .
G(er,...,ep)
Donc, comme d(x,F) = || x|,ona:
Gley,..., ey,
dee ) = | Sl o)
G(er,...,ep)

Partie 3 :

1. ¢ @ est clairement bilinéaire et symétrique.



« Soit PeR[x] p(BP) = f, P()?dt=0etp(PP)=0< [ P(t)2dt =0, or P? est continue et positive donc :
9PP)=0 o Vie[0,1,P()=0P=0

car P admet une infinité de racines.
« Ainsi ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

2. (a)
1
d:inf[X]f (2-pPw) dr
PeRy 0
= lim_|«*-p|’
PeR; [X]
= d (X% Ry [X])*
(b)
1 1 1 1 1
L T |l=s-o=
5 3 3 4 12
1 11
L7 03 1 1 1 1 1 1
= = = =t —  — — — ————
7 3 1 15 24 24 27 16 20
3 1 3
1
T 2160

2
(©) (1,X) estune base de R, [X], donc, d’apres I1.3.b, d = % Or:
aIn=1 (X|x?)=1

11X=4 XIX)=3

(11x*)=5 (X*1X?*)=3
1 3 1
DoncG(L,LX)=| ; 1 |=1;
2 3
L3
G(Lx,x3)=|4+ L 11—
( ) 7 1 1 2160
3 1 3
Donc:
1
4= 260 _ 1
1 180



Correction de la séance

Limites d’intégrales

x= Exercice de calcul (Chapitre 25, exemple 11)

=/ dre L
1= 1/fy t12dr= L.
Posons fi = V2.

e gi=X-XIf)fi=X-2f) t.edt=X~-2.

2 ! 2
X--l= t(t—=)2dt
1X=3l fo =3

1 4, 4
=\/f (BB—=r?+=-ndt
0 3 9

1 4 2
=\/=—=t+=
9 9
_ 1 _1
V36 6
Posons f, =6(X — %).
e (f1, f2) est'orthonormalisation de la base canonique.
© mégalite
SoientneNetxeR*.Ona:
. x"
L] Slxsl,lfn(x)’szxnsl,
n x" 1
e Six>1, |fn(x)iszxn+2 S;.
P : Lostesho t conti R, ¥neN, VxeR", |f,(0)] < g et g(x) L4 ient
osons g : x # six>1 -Alorsgestcontinuesur R, VreN, Vx s | fn(x _gxegx)HJroox2 onc g convient.

228

EXER(I
BAS Exercice 16 (Chapitre 18, exemple 1)

f est continue sur le segment [0, 1] ainsi, d’apres le théoréme des bornes atteintes, il existe M € R* tel que : Vx € [0,1], | f(x)| < M.

Ainsi, soit n € N,
1
U t"f)dt
0

1 1 M
sf t”|f(t)|dtsf "Mdt< —.
0 0 n+1
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Comme lim

=0,ona:
n—+toop+1

1
lim f t"f()dt=0.
n—+oo 0

)
&y

AS Exercice 17 (Chapitre 18, exemple 2)
Soit f une fonction de classe C! sur [a, b).
On effectue I'intégration par parties :

u(t) = f(1 u'(r) = f'(

V(1) =sin(nt) v()= —% cos(nt)

Ona:

b
f fO)sin(nndt = [_M
a

f f'(H)cos(nt)dt
a

+ —
a N

b
= _fb)cos(nb) + f(a) cos(na) + %f f'(Dcos(nndt
a

n

On obtient donc :

b b b brfnde
| rwsintnar s—'f(b)'+'f(“)'+lf Fniae s LOHT @I+ )10t
a n nJa n
b b fnde
Or, nl_i,IPoo(lf( )|+|f(61)|n+fa LHOI )=0donc:

b
lim f f(B)sin(nt)dt =0.
n—+oo J,

é@\'
J) Exercice 18 (Chapitre 18, exemple 3)

SoitxeR,ona:
ert 2xet_1 2x1 ert_l
f —dtzf dt+f —dtzf dt+1n2.
x t X t x Ut X t

el-1 :
Or e[t‘l = 1+ 0(1) et, soit F une primitive de t — { t siz#0 ,ona:

1 sit=0

F(x) 3 F(0)+ x+ o(x).

Donc: lim F(x) =0. Or
x—0

2x et
f 7dt:F(x)—F(0)+ln2.
X

Donc:
2x ,t
lim s dt=In2.

x—0Jx




@\9
1_) Exercice 19 (Chapitre 18, exercice 11)

Soit £ > 0. Par définition de la limite de f en +oo, il existe A= 0 tel que :
VXeRy, x=2A = |f(x)-ll<e

Soit xe R, telque x = A

IF(x) - 1] = 1[ f(t)dt—l‘
X Jo
1 X

. ;[D (f(t)—l)dt‘

1 r4 1
- ;fo (f(t)—l)dt+;fA(f(t)—l)dt’

IA

+

1 A
;fo (F(0) - Dt

1 X
- fA (F(t) - l)dt‘

Ona:

=

1 X 1 X
’;[A(f(t)—l)dt ;[A |f(t)—l|dt’
<

X
< f edt’
|x] |Ja

[x— Al
<e
[x]
x—A
<e¢ carx=Aetx>0
X

A
De plus, U (fm-Dhdt
0

Donc il existe B =0 tel que :

A 1
1 -Ddt| — =o.
f()(f() ) ‘x|

est une constante (ne dépend pas de x). Ainsi, xliIP
—+00

<E.

A
VxeR,, x>B = ‘%f (f(t)—Ddrt
0

Ainsi :
VxeR;, x=max(A,B) — |Fx)-1I=<2¢

Finalement, lim F(x)=1.
X—+00




Correction de la séance 1 O

Probabilités, espérance et variance

+ =
x= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 14)
Soit y deux fois dérivable sur R. Posons z: x — e’ y(x) alors z est deux fois dérivable sur R et, soit x € R,

20 = e 2xy(x) + ¥ (1) et 2"(x) = e* (4x2 +2)y(x) + 4xy (x) + ¥ (%))
Ainsi :
" ! 2 "
Yy +4xy +(3+4x7)y=0 2" +2z=0.

Léquation caractéristique associée a z”" + z = 0 est r> + 1 = 0 qui a pour racines +i donc les solutions de z”’ + z=0sont: z: x —
Acosx+pusinx, A, peR.

Ainsi, les solutions de y” +4xy’ + (3 +4x%)y =0 sont :

Acosx+ psinx
X —

e A LER.
© mégalité
0
Soit (x, ) € [a, +oo[xR**,on a: é(x, t)=—e *!'sint. Donc:
‘g(x, N <e ¥ <,
0x
Posons g: t— e~ %" alors g convient.
2AS Exercice 20 (Chapitre 23, exemple 2)

1. Comme ((X; =0), (X; = 1)) est un systeme complet d’événements, on a :
P(Xiz1=1)=P(X;;1=11X; =0)P(X; =0)+ P(X; 41 = 1| X; =D P(x; =1)
=1.P(X;=0)+ %P(x,- =1) parhypotheses
=1-P(X;=1+ %P(xi =1

1
= I—EP(xizl)

46




2. Soit/€R,ona:l=1-3l< =% et,soiti€ [1,364],
P(Xisy=1)-2 = I(P(X-—l) 2)
i+1 — 3_ 2 1= 3 .

Ainsi :
Donc:

365
3. Ona:X=) X;donc:
i=1

2
—+

E(X)= ZE(X, =) 3

365 365 (
i=1

1\i7! 1
B B
2) 3)
365

2 11-(-3
3 3 1-(-1)

2 1 365
=2.365+—- (——)
3 9| 2

\S]

)
’?ﬁq
BAS Exercice 21 (Chapitre 23, exemple 11)
Xy +-+ Xy
Posons Y,, = 1—, onaE(Y,) = Z pi donc, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
n

V(Yn)
P(Y,-E(Y,)lz¢e) < 2

Ainsi :
V(Yy)
1- — <P(Y,-E(Yp)|<e)<1.
e

De plus, comme Xj,..., X, sont deux a deux indépendantes :

:I»—'

1 1 1 2
V(Yy) = 2ZV(XI)— ZZplu pi) —ZZ

Donc: 1
1- — <P(Y,-E(Yp)|<e)=<1.
ne

<z—:)=1.

Ainsi, par théoréme d’encadrement :
Xi++ Xy

1 n
—;;Pi

;XER(ISK
!!/ Exercice 22 (Chapitre 23, exercice 9)

1. Pour tout i € N*, on note F; I'événement : « Obtenir face au i-eéme lancer. »



e X2(Q)=1{0,1}.
Ona:

— — — — —  — 1 1 1
P(X;=0)=P(FonF)U(FiNF)) = P(F,nF) + P(FNFy) = P(F)P(F2) + P(F)P(F,) = 17173

car les événements F) N F», F| N F, sont incompatibles et les deux tirages sont indépendants.
De plus P(X, =0)+ P(X, =1) =1, ainsi:

1
P(Xg—l)—g.
X, suit donc la loi uniforme sur {0, 1}.
Ona:
E(X2)=0><P(X2=0)+1xP(X2=1)=%.
) — ) 1Y 1 1 1
V(X3) = E(X;) - E(X2)"=0"P(X3=0)+1 P(Xg:l)—(g) :E—ZZZ

e Ona X3(Q2) =1{0,1,2}.

Ona:
P(X3=2)=P(F,nE2nF3) U(FiNnFNF)
=PFINFNF)+PF NnFNF;)
= P(F)P(F») P(F3)) + P(F}) P(F>) P(F3)
1 1
= — 4+ —
8 8
_ 1
T4
De méme,

P(X3=0)=P((FinF,nF3)U(F NF,NF3)
=P(FiNFHNFE)+PF NFNE)
= P(F1)P(F,)P(F3) + P(F}) P(F») P(F3)

1 1
= — 4+ —
8 8
1
4
1 1 1
Enﬁn,P(X3:1)=1—P(X3=0)—P(X3=2)=1—Z—Z=E.
Par suite, _
E(Xg):OxP(X3:O)+1xP(X3=1)+2><P(X3:2)=§+Z:1.
Et:

[0,n—1].

1 4
V(X3) = E(X3) - E(X3)* =0'P(X3=0) + 1°P(X3=1) +2°P(X3 =2) - 1 = e 1=

I Do —

2. Soit n = 2, X,, représente le gain a la suite de n — 1 parties. Ce gain est donc entre 0 et n — 1. Ainsi, X,,(Q)
Ona:

P(X,=0)=P((Fin---NF,) U(FN...Fy)
=P(Fyn---NFy)+P(F n---nF,) par incompatibilité
=P(F)...P(F,) +P(F)...P(F,) parindépendance des différents tirages

11
Tonon
1
zn—l'
Ona: ) ) )
PX,=n-1)=P(FINEKNF. )JUFNFEBNF;..)=—+—=

on on zn—l



3. (Xn = Diefo,n-1) forme un systeme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales, on a:
n-1

PXpi1=k) = Y P(Xns1=kIXy = DP(X,=1)
1=0

1
OnaPXu1 =klX, =k = 3 (puisqu'il faut faire au (n + 1)-iéme jet le méme résultat que le jet précédent) et P(X,+1 =

1
k| X, = k—1) = = (puisqu’il faut faire au (n + 1)-iéme jet le résultat opposé au jet précédent).
Sile[l,n—1]\{k, k—1}, P(X,+1 = k| X, = 1) = 0. (car entre le n-iéme et le (n + 1)-éme lancer on ne peut que gagner 0 ou 1

point).
Ainsi, 'égalité devient :

1 1
PXps1=k)=PXps1 =kl Xp=k-1DPX,=k-1)+P(Xy1 =klXy, =) P X, =k) = EP(X =k-1+ EP(X" =k).

n-1
4. (@ ¢ OnaQu()= Y P(X,=k)=1 (puisque ((X, = k))k € [0, n— 1]} forme un systeme complet d’événements).

n-1

e Ona:VseR, Q,(s)= Y kP(X,= ks
k=1
Donc:
n-1 n-1
Q,()=) kP(Xp=k =) kP(X,=k) =EXp).
k=1 k=0

n-1
o Deplus: VseR, Q!(s)= Y. k(k—1)P(X,=k)s* .

k=2
Ainsi :
n-1 n-1 n-1 n-1
QA=Y ktk-DPXp=k =) k(k-DPX,=k =Y KPX,=k - Y kP(X,=k) =E(X2) - E(Xy).
k=2 k=0 k=0 k=0
Ainsi :

V(Xy) = Q1) + E(Xp) - E(X,)* = Qp (1) + Q,,(1) - Q;, (1),
(b) Soit s€ R. On a, par les questions 2 et 3,

n
Qus1(8) = Y P(Xps1 = K)sk
k=0

n-1
= P(Xp+1 = 0)s° + P(Xpps1 = )" + Y P(Xppa1 = k)s*
k=1
1 s" 1n—1 k
-4+ 4z PX,=k)+P(X,=k-1)s
o ankgl((n) (Xn )
1 1 n, 17 k18 k+1
=-P(X,=0)+-PX,=n-1s"+- ) PXp=k)s*+- ) P(X,=k)s
2 2 23 2 k=0

1 n—1 1 n-1
==Y PXp=ks"+= Y P(X,=k)s*!
250 220

B 1+9)
T2

Qn(s)

(c) Soit s € R. On remarque alors que (Q,(5)) se>2 est géométrique.
- 1+
Ainsi: Vn=2, Qu(s) = (142)" % Qa(s), avec Qx(s) = P(Xo = 0) + P(Xp = I)s = TS par la question 1.

o 1+s\!
Ainsi: VseR,Vn=2, Qu(s) = — .

2
(d) SoitseR.Ona:

Q;,(S)= n—1(1+s

n-2
5 —) et Qn(s)=

(n-1(n-2) (1+s)"—3
5 )

4 2
On a alors :
n—-1

EXp) =Q,) = o




-(n-2 -1 —-1)? - -
VX = QD) + Q1) — Q2 = =D =D ol (n- D) ="41(n—2+z-n+1)="71.

4 2 4




Correction de la séance 1 1

Compléments sur les séries numériques

=
x= Exercice de calcul (Chapitre 7, exemple 25)
Soit z€ C, posons Z = z3,on a:

2i++4 : :
H-2i-2=002%2-2i7-2=00 7= 2\/_@Zziil@Z:\/Ze’”/40uZ=\/593’”/4
3 _ \/2eim/4 3_ \/2ediml4 Z ’ Z ’
o z2=v2e™* ouz’ =v2e’'” @(— =lou|——| =
{S/Eeiﬂ/u S/zeiﬂ/4
Z _ 2im/3 _Ainl3 Z _ 2imi3 _Ainl3
R —%em“z elUs={l,e ,e } ou —{i/iei”/“ elUs={l,e ,e }

6 i 6 ] 6 i 6 i 6 i 6 i
= {\/zem/IZ’ 263”[/4, \/5817””12, \/zezn/4’ 26111”/12, \/561917[/12}

© mégalite

Soient n e N* et x € [a, b].

2

| fn (0] =

1+ n?a?
2 bZ )
Posons:VneN, u, = T2 alors u, ~ Py ety -z converge donc (u;) convient.
LoR)|
&y , .
2AY Exercice 23 (Chapitre 26, exercice 9)

1. (a) Supposons>1.
Soit m €]1,I[. Comme m < [, il existe ny € N tel que :

Up+1
Vn=np >m>1.
Un
Ainsi :
Vn=ng Ups1 = Uy.
D’oul

Vnz=ng 0<up, <u,

Dong, (©,) ne converge pas vers 0 donc la série diverge grossierement donc diverge.
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(b) Supposons € [0,1].
Soit M €]1,1[. Comme M > [, il existe ng € N tel que :

Up+1

=M.

Vn=ng
Un

Donc:
Vn=ng, Upe1 < Muy,

Par récurrence, on montre alors que :
Vnzng, 0<u, <M ™uy,

Or, Z M" converge en tant que série géométrique de raison M € [0, 1].
Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z u, converge.

2. (a) (uy) estbien suite de réels strictement positifs.
SoitneN*,ona:

Upt1 2n+1 (Sln a)2n+2 nZ
Uy (n+1)227(sina)2"

2

. 2 1 . 2

=2(sina) T —  2(sina)”.
1 + ﬁ n—+oo

0]
V2

11
\/z)

b4
e Siace [0, 1 [, sina € donc 2(sin@)? € [0, 1[. Ainsi, par la régle de d’Alembert, Z u, converge.

e Siae z, il ,sina € donc 2(sin @)? €]1,2]. Ainsi, par la régle de d’Alembert, Y u,, diverge.
4 2

e Sia= R laregle de d’Alembert ne s’applique pas.
1
Ona:VneN* u, = Pk Ainsi Z up converge.

. . . T
Finalement, ) u, converge si et seulement si a € [0, Z] .

(b) SoitneN*, ona:
Up+l 2n+2)n" _ 2 2

up  (n+D™L (1+1)n - exp(nin(1+ 1))

u 2
Or, nin(1+ %) ~1 Ainsi, 2L 1.
n—+oo e
Ainsi, par la regle de d’Alembert, Z u, converge.
(c) SoitneN*,
upt1 _ nlnn+1)  In(n+1)

u, (m+DInn @m+Dlnn

Up+1

In(n+1)
- n—+o0 0.

Inn n
Donc par la regle de d’Alembert, ) _ u, converge.
(d) SoitneN*,ona:

L,

1
1+ln(1+—) — 1. Ainsi,
n) n—+oo

Ups1 _In(n+ 1)2" _1In(n+1)
u, 2"lln(n) 2 In(n)

In(n+1) 1
Or,Or, ————=1+In|1+—| — 1.
Inn n) n—+oo
u 1
Donc lim —21 == <1,

n—+oo U,

Donc par la regle de d’Alembert, ) _ u,, converge.

&

S Exercice 24 (Chapitre 26, exercice 27)

L. (@ o SoitneN, Sapsz—S2n = (=1 2uppio — (- 1> upyi1 = tansa — Upps1 <0 (car (uy) nen décroissante).
Ainsi, (S2,,) nen €St décroissante.
e De méme, soit n €N, Sp;43 —S2p+1 = (—1

sante).
Donc (S2,,41) nen €St croissante.

2n+ 2n+2 _ 4 :
2" Ugnig — (“ 1) 2 Uppip = —Uppes + Uppaz = 0 (car (Uy) nen décrois-



(b)

2. (a)

(b)

(©)

e Enfin, soitneN, Sy;,+1 — S2n = (_1)2n+1 Urpy1 — O
n—+oo

Ainsi, les suites (S25) nen €t (S2n+1) nen SOnt adjacentes.
Comme les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes, alors les suites (S2;,) nen €t (S2n+1) nen convergent vers la
méme limite.
Ainsi, les suites extraites paires et impaires convergent vers la méme limite donc (S,) ,en converge .
Ainsi, )_(-1)"u, converge.
e Sia<0,alors ). (’nEn

: =" _ 1
. Sla>1,alors‘7‘—ﬁ.

diverge grossierement.

1 . .
Or) — est une série de Riemann convergente.
n

Ainsi ), (‘nla)" converge absolument donc converge.
e Si0<a<1,alors, posons: VneN*, u, = ,%a Alors (u,) est une suite de réels strictement positifs, décroissante et
convergeant vers 0, donc, d’apres 1., Z(—l)" u, converge.

. . — n
Ainsi ) ( n{) converge.

- . D" 5
Comme Y # est une série de Riemann convergente, alors }_ u,, et Z 5 ont méme nature.
en
. . . e e s D"
Comme (51-) est une suite de réels strictement positifs, décroissante et convergeant vers 0, donc, d’apres 1., ) 5
en

converge.
Donc Y u, converge.

. ( n3+1)
U, =sin|nw
" n2+1
1+
: n
=sin|zn 1
1+7
. 1 1 1
=sin(nn 1+$ l—n2+O F
. 1 1
=sin(xzn 1——2+O 3




1
. . -D"'x R
Comme Y, # est une série de Riemann convergente, alors )" u,, et Z ———— ont méme nature.
n

(_1)n+17.[

Comme (%) estune suite de réels strictement positifs, décroissante et convergeant vers 0, donc, d’apres 1., Z
n

converge.

Donc Y u;, converge.
(d) Soit neN*, on effectue le changement de variable: t = x—nn.Ona: dt=dx.

(n+ D7 gin x
Uy :f dx
n.

. xlnx
f” sin(t + ni)
o (t+nn)In(t+ nr)

_ (_an” sin(t)
o (t+nmIn(t+ nn)

= (_1)nvn

f” sin(t)
avec: v, =
o (t+nmn(t+ nx)

o Soit n e N*, soit t € [07], alors sin(¢) =0, t+ nx =0 et In(t + nx) =0, ainsi, : v, = 0.
De plus, comme ¢ — % est continue, positive et non constante nulle, alors v, > 0.
o SoitneN*, soitte[0n],onasin(?)=0,0<t+na<t+n+rwet0<In(t+nn)<In(t+ n+1n).
Ainsi sin(t) < sin(t)
(t+(n+Dm) In(t+(n+1)m) — (t+nn)In(t+nm)*
Donc, par croissance de 'intégrale, v, < vy,.

Ainsi (v;) est décroissante.
e SoitneN*

T 1 d
< ——dt
|Vl fo nnln(nm)
1

S —_—
nln(nn)

Donclimv, =0.
Dongc, d’apres 1., Z(—l)” v, converge.
Donc }_ u, converge.

é(l

AS Exercice 25 (Chapitre 26, exemple 6)
o]
1. Pour tout n € N*, posons S, = Z T
k=1

. 1 . . -,
La fonction f: x— — est continue décroissante et positive.
X

Par comparaison série-intégrale, on a donc:

vneN*, In(n+1)<S,<1+Inn

, In(n+1) S, 1
VneN', ————<—<1+4+—
Inn Inn Inn

In(n+1) B

1
nn+l) + Lln(1+ l) donc
n n—+co In(n)

b In(n) ~  In(n)
A . 1 _
De méme, nlirllm(l + m) =1.

Sn

=1.

Ainsi, par théoreme d’encadrement, lim
n—+oolnn

Donc
S, ~Inn.



n
1
2. Pour tout n € N*, on pose u, = )_ % —Inn.

k=1
Soit n e N*.
Ona:

n+11 noq

Uns1—Un =Y ——-In(n+1)- > —+In(n)
-1k -1k
1 n+1)
= —1In
n+1 n

1 1 1
== “Inf1+=
n,, 1 n

1+
n
(-2 rola))- (2 g o)
=—|l-—+o|=||-[--=—=+0o|=
n n n n 2n? n?

1 1 1 + 1 + ( 1 )
=" ——_—— — — o| —
n n? n 2n? n?

1
Ainsi, Uy —uUp ~——.
' 2n? )
De plus, comme 2 > 1, la série Z 2 est une série de Riemann convergente et de signe constant.
n

Ainsi, ) (tp+1 — Uy) converge.

Donc, comme il s’agit d'une série télescopique, (1) ,en+ €St convergente.
Notons y € R sa limite.

On obtient alors : u, =y + o(1).

Donc:
1
Y —=In(n)+y+o().
i1 k
&
2AS Exercice 26 (Chapitre 26, exemple 8)
e Sia <0: alorsla série diverge grossiérement.
e Sia=0et B <0: alorsla série diverge grossierement.
. l1+a
e Sia>1: Posonsy= ,onaalorsye€]l,al.
Ona:
nY 1

= —_— 0
n®(nn)f  n*Y(In(n))p n—+oo
par croissances comparées car @ —y > 0.

Donc, a partir d'un certain rang :
1 1

0s—m < —.
ne(nn)f ~ n¥

. 1 . .
Or, comme y > 1, la série Z — est une série de Riemann convergente.
n

Par suite ) ———— converge.
2 n%(nn)b g
e Sia<1:
a
Posons y = ,onaalorsy€la, 1.
Or,

nY nY~¢

nenmP  (n()P nteo O




par croissances comparées cary — a > 0.

Donc, a partir d'un certain rang :
1

0< i S — .
nY = n%(Inn)f

- 1 . . .
Or, comme y < 1, la série Z - est une série de Riemann divergente.
n

Par suite ) | diverge.

n%(nn)B
e Sia=1:
-Sif<0:
Ona:

Dong, a partir d'un certain rang :

. 1 L. . .
Or, la série Z — est une série de Riemann divergente.
n

1
Par suite ) ——— diverge.
> n(lnn)p 8
-S8if=0:
La fonction f : t — —L— est continue décroissante et positive sur [2, +ool.

t(nnhf
Ainsi, par comparaison série intégrale, on a:

)3

n

1 1
P converge ssi ( fz W) converge.

Sig#1:
n 1 1 n 1 1 1
Vn=>2, dt= 1 tl‘ﬁ] = ( - )
"= fz t(n )b [1—15“1) 2 1= UInm)F1 (In()F-1
Sig#1:
Yn=2 fn;dt— In(n ]} =ln(nn) —In(n2)
7L tnpf 2= )
Ainsi,ona:
+00 sif<l1l
li i dt ! ( ! ) sif>1
im = _
n—+coJy t(Inp)P 1-6\ (nE@))~-1
+00 Siﬁ:l
Donc:

1 diverge sif<1

——5 converge sif>1

n(nn) diverge sif=1

1

———— converge si et seulementsia > 1 ou (@ =1et > 1).
n%(Inn)p

En conclusion, )

E=mc? a-b’=(a+b)a-b)
2ol 2eg6 p B dar

2,
Zn:15 & 9
n=1 .

PCsIy




Correction de la séance 1 2

Deux themes : la trace et une somme de O
classique

x= Exercice de calcul (i Chapitre 8, exemple 5)

Une primitive de Arctan sur Rest F: x — f Arctan (f)dt.
0

Soit x € R. On effectue 'intégration par parties :
f)=Arctan(t), u'(t)=—
u(r) (0, u( =2 .
V(=1 v(n=t

On a alors: . ) )
t X
F(x) = [tArctan(t)]g —fo 52 dt = xArctan (x) — [Eln(l + 1,‘2)]0 = xArctan (x) — Eln(l + xz).

Ainsi, une primitive de Arctan sur R est : x — xArctan (x) — %ln(l +x2).
Donc les primitives sur R de Arctan sont

1
X — xArctan (x) — 3 In(1 + x%) + A, AeER.

© mégalits

Soit n e N*. f, est impaire, on I'étudie donc sur R*. De plus f;, est dérivable sur R* et: Vx e R*, f(x) = (1 - 2nx2)e "%,

Donc f; est croissante sur |0 et décroissante sur +00|.

1 1
’\/2n \/2n’

Ainsi, soit x € R,

| ()] sfn(\/%).

1 -1/2
Posons : VneN*, u, = fn( ) . Alors (u;;) convient.

vanl~ Van

Exercice 27 (Chapitre 12, exercice 7)
1. Soient A= (a; ), B=(b; ) € M,([K), L,ueR.

n
tr(AA+ uB) :Z Aai; + b ;)
N n
:Z alt“’Zﬂblt
i=1 i=1
n
=/12ai,i+#zbi,i
i=1 i=1

= Atr (A) + utr (B)
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2. Soient A= (a; ), B=(b;,j) € M, (K).
Posons AB = (Ci,j) € Mn(K) et BA= (di,j) € My,(K)

n
tr(AB) =) ci;
i=1

1l
M=

-
I
—
~
I
—

a; k by, i

by ia;

1l
M=

-
I
—
~
I
—

1l
M=
M=

by ;a;

1l Il

o ~

= 3

s =1

b §" I

~— Lol
=

3. e SiA=0,,alors AT A=0, donctr(AT A)=0.
« Supposons tr (AT A) = 0. Alors :

Or: Vi, jelll,nl, a%, = 0. Ainsi: Vi, j € [1,n]], a;; =0. Donc A=0,,.
4. e Si A=B,alors (YM e M,(R), AM = BM) donc (VM € M, (R), tr (AM) = tr (BM)).
e Supposons (YM € M, (R), tr (AM) = tr (BM)). Alors : (VM € M, (R), tr ((A— BYM) =0.
En particulier, pour M = (A—B)7, tr ((A— B)(A—B)T) = 0. Donc, d’aprés 3, (A— B)” =0,,. Ainsi A= B.

28,
EXerqise

1N Exercice 28 (Chapitre 19, exercice 32)

1. Soient M = (m; j),N = (n;,j) € M, (K), soient jambda, p €K,

n
tr(AM +puN) = Y (Am; ; + un;,;)
i=1

) n n
ZAZ mi,i+yz ni
i=1 i=1

=Mr(M)+p ) tr(N)
i=1

Donc tr est une forme linéaire.
2. Posons: F = {M e M, (K), tr(M) =0}. On a F = kertr et comme tr est une forme linéaire non nulle (tr (I,;) = n # 0) alors F
est un hyperplan de M, (K) donc:
dimF = dim M, (K)-1=n?-1.




AS Exercice 29 (Chapitre 19, Nouvel exercice)
1. Soient 5 et C des bases de E. On a, en posant P = Pass(3,C :
Matg(f) = PMatc(f)P™ .
Dongc, en utilisant la question 2 de I'exercice 27 :
tr(Matg(f)) = tr (PMatc(f)P™) = tr (Mate ()P P) =tr (Mate(f)).
Donc tr (Matg(f)) ne dépend pas du choix de B base de E.

2. D’aprés le théoréme durang: dim ker f =dim E —rg f = n—1 donc soit (e, ..., e,—1) une base de ker(f).
Comme (ey, ..., e,—1) est libre, d’apres le théoreme de la base incompléte, il existe e, tel que ,,athcalB = (e,...,e,) soit
une base de E.

Alors :
0 0 ay
Matg(f) = Lo
0 ... 0 a,u
, avec ay, ..., a, € K.
Onadonctr(f)=a,et:
0 ... 0 aay
Matg(f5) =] : D [=anMatp(p) = tr(f)Matg(f).
0 0 d?
Ainsi :
fP=tu(Hf.
Probléme 8 ( Devoir libre 33 )
1.
u=1+e0 = gi012(g=1012  4i0/2y
0 .
=2cos(=)e'?"?.
2
Donc:
e sif€ (0,7, comme cos(g) >0ona:|ul= 2005(%) et g est un argument de u,
e sif =m,alors u=0donc |u| =0et un'apas d’argument,
e sif€[0,7], comme cos(g) <Oonau=-2 cos(g)e‘(0/2+”) donc: |ul=-2 cos(g) et g + 7 est un argument de u.
2. (@ i e P=4(X+P-X-0%)= % (6iX%-2i)=3X%-1,
o Py=5: (X+1)° - (X-1)°) = 5 (10iX* —20i X? +2i) =5X* - 10X* + 1.
ii. e deg(lgl) =2donc P; € Ry[X] etle discriminant de P; est A =12 =0 donc P; n'est pas irréductibles dans R[X].
L]

deg(P2) =4 donc P, € R4[X] donc P, n'est pas irréductibles dans R[X].
deg(X +i)?"*! = deg(X - i)*""! =2n+1donc degP, <2n+1.

(b) .
o Le coefficient du terme en X?"*! dans P,, est : % (1-1)=0donc degP, <2n. Ainsi P, € Co,,[X].

e Le coefficient du terme en X?” dans P, est : % (2n+1)i-(@2n+1)(-i))=2n+1#0doncdegP, =2netson

coefficient dominant est 2n + 1.
ii. Lesracines N-iémes de l'unité sont:

e2kmIN p e 10, N —1].
iii. 1
P(i) = o @)% = 20)2" = 22" (-1)" = (-4)".



iv. Soit z une racine de P,,. Alors (z + i)2""! = (z— 1)2"*! donc |z + i| = |z — i|.
Ainsi z est sur le médiatrice des points d’affixes i et —i donc z est sur I’axe des abscisses.
Donc les racines de P,, sont réelles.

V.
a+i 2n+1
P,(a)=0 <<= a;éiet( ) =1
a-—i
a+i ;
< a#ietdke]0,2n], — = 2ikn/@n+)
a—i
— a#ietdke[0,2n], a+i=(a—i)e**CnD
<~ a#ietdkel0,n], a(l - eZik”/(2”+1)) =—i (1 + ezjk”/(2”+1))
Pour k = 0, 'équation devient : 0 = —2i ce qui est impossible. Ainsi, k = 0 n’est pas solution et i n’est pas racine
de P,,.
On adonc:
Pu@=0 < 3kell,2nl, x(l—eZik”/(2"+l)) - —i(l+e2ik”/(2”+l)).
vi.
Pp(@)=0 < 3Jkell,2n], a(l —ezjk”/(2”+1)) = —i(l +e2ik”/(2"+”)
_i(1+ezikn/(2n+1))
— dkell,2n], a= 1 g2k @)
_jeikm/@n+1) (e—ikn/(2n+1) n eikn/(2n+1))
< 3kell2n], a= eikn/(2n+1) (efikn/(2n+1) _ eikﬂ/(2n+1))
—Zicos((zs—’in)
<~ 3dke[l,2n], a= AT ™Y
.. -
—2isin (m)
COS((ZSL))
< 3dke[l,2n],a= —F——
sin((zk” )
n+1)
1
<~ 3dkell,2n], a= )
T
tan((Znﬂ))
Ainsi les racines de P, sont :
,kell,2n],
T
tan((2n+l))
qui sont réelles.
vii.
1 2”+1(2n+1) ) 204l (o 41
Pn =— Z X I’H-l—kik _ Z X2n+1—k(_i)k
2i i\ k i\ k
121 2n+1
-— ( B X2n+1—kik(l_(_l)k)
20 2o
_1 (2n+1)X2n+1—kik
Ukeoonsn\ K
kimpair
— 1 = [2n+1 X2n—2pi2p+l
i p=o\2p+1
" [2n+1
— Z XZ(nfp)(_l)p
p=o\2p+1

Posons Q, = Y o+l

n (2n+1
p=0

)X""’(—l)"’.Ona:

Qu(X?) = Pap(X).



vili. e P;=3X%-1donc Q; =3X -1 etlaracine de Q; est %,
e P;=5X*-10X?+1donc Q, =5X?-10X +1 et les racines de Q, sont %ﬁ =1+ %5
ix. Soit z € C. Soit 2’ € C tel que z'* = z, alors :
Qu(2) =0 Qu(z*) =0 Py(z) =0.

Donc les racines de Q,, sont les carrés des racines de P,,.

1
P sont tous positifs et deux a distincts. Donc les T sont deux
T 2 v/
tan((2n+1)) tan ((2n+1))
méme deux a deux distincts. Ainsi, Q, admet n racines réelles distinctes et deg(Q,) = n. Donc Q,, est scindé a racines
simples dans R[X].

De plus, S, est la somme des racines de Qj,.

k
3. Soit k€ [1, nl, o
2n

T ..
€ ]O, — [ Ainsi, les
+1 2

2n+1
Le coefficient en dominant de Q,, vaut ( . ) =2n+1.

2n+1)2n2n-1) B @2n+1ni2n-1)
3! - 3 ’

2n+1
Le coefficient en X" de Q,, vaut ( 3 )(—1) =

D’apres les relations coefficients racines, on a:

3 2n+1)n2n-1) _ n2n-1)

Sp=
32n+1) 3

4. Posons f:x—sinx—xetg:x— tanx—x.
14
f et g sont dérivables sur [0, 5 [

: i ! ! 2 2
Soit x € [O,E[,onaf (x)=cos(x)—1=0et g (x)=1+tan“(x) —1=tan“(x) = 0.
7
Ainsi, f et décroissante et g est croissante sur [0, o) [

Donc: Vx € [o,g[, £ < £(0) et g(0) = g(0).
Donc: 7
Vxe [0,5[, f(x)<0et g(x)=0.

D’oui: -
Vxe [0, E [, 0 <sin(x) < x et x < tan(x).

b4 T
Enfin:Vxe [0,5[, Ossinx.Soith]0,5[,0na:0<sinxsxstanx.

1 1
Donc:0<t—s—s—

anx  x sinx’
. 1 1 cos?(x) +sin?(x) cos?(x)
Dou:0< TS ST 5 = — = 5
tan?(x) = x%  sin?(x) sin®(x) sin“(x)
Or, cos(x) #0.
cos2(x) 1 1
Donc ——=—— = T
sin“(x) sin“(x) tan<(x)
cos2(x)
Donc:
0< L < ! <1+ L
tan2(x) ~ x2 ~ tan?(x)’
5. e Comme2>1,Y % est une série de Riemann convergente.
. . krm [ . .
e Soit n e N*, soit k€ [1,n], el € ]0, 5 [, d’apres la question précédente, on a :
n
1 1 1
< > <1+ o
2| _k 2 T
an? (o) () tan (54

En sommant pour k allant de 1 a n, on obtient :

n
)3
k=1




Donc:

no(2n+1)%
Sn< ) ————<n+Sy.
o kem?
D’ol )
Cn+1)- & 1
Sn< Y —=n+S,
n? Tk
Donc:
n@n-r* &1 72 [ n2n- 1)]
———— =) == .
3@n+1)2 T k2T 2n+1)? 3
n@n-0n? 2n%g® n@n-Dn% #° o on@n-nr%* 7w
) ~ onc —— — ~ —donc lim —— = —.
32n+1)2 3 x4n? 32n+1)2 6 n—+oco 3(2n+1)2 6
. T n2n-1) 2 2n2+2n  w%2n?
De méme, = X ~ .
(2n+1)2 3 2n+1)2 3 3 x 4n?
72 n@2n-11 #%¢ . . 2 n@Cn-11 a2
onc ~—.Ainsi, lim =—.
(2n+1)2 3 6 n—+oo (21 + 1)2 3 6

Ainsi, par encadrement :
+00 1 ”2

Zlkzz?

k=



Correction de la séance 1 3

Difficiles en algebre linéaire

x= Exercice de calcul (i Chapitre 18, exemple 8)

1. Soit n € N*,
1 & 1 1 & k
o Z T, —kin_ Z f(_)r
ni-il+e ni= \n
ouf:x— ﬁ est continue sur [0, 1]. Donc, par sommes de Riemann :

12 1 1 1 ex
lim -y —— = dx = d
im =) fo fx)dx fo i

n—+oon {Z 1+e-kin

= [In(e* + 1]} =In(e+1) - In(2) = m%l_

P )

3112, 5 2
k:ln +k°n n 1+(E) nk:l

2. Soit n € N*,

ouf:x— % est continue sur [0, 1]. Donc, par sommes de Riemann :
) n k2 1 1 1
Jim Y o= [ = L0
= [x—Arctan(x)]é =1-Arctan(l)=1- %
3. Soit n € N¥,
1 .7 n k2+ 2 1 2 k2+ 2
ln(—2 H(k2+n2)””)=ln(l_[( zn )””) - Zln( 2” )

n" k=1 k=1 1 =1 n

1 & k)2 1 & (K
S RO

nio n nizy \n

ouf:x— In(x% + 1) est continue sur [0, 1]. Donc, par sommes de Riemann :

1 2 1 1
lim 1n(—2 ]‘[(k2+n2)“"):f [ dx:f In(x* +1)dx.
n—+oo ne k5 0 )

Donc, par intégration par parties :

1
1+ x2

)dx

n—+oo

. 1 &2, 2n 211 b2x? !
lim In FI}:[l(k +n°) :[xln(1+x)]0—f0 mdx:ln(:z)—zfo (1-

1 b4
=In(2) -2 [x — Arctan (x)]; =In(2) - 2(1 - Z).
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Ainsi : ;
1 b4 2
lim — K +n?)V" =exp(In(2) —2(1 - =) = .
”*+°°n2kl:[1( ) pIn@-20-7))=——
© mégalité
Soient ne N* et x € R.
1 ? 1 1
|fu0) = 1xl|? = [\/x2+ = = Ixl| =22+ = —2lxl\/x2+ = + x?
n n n

1 1
<2x°+— =2lx|Vx2< =,
n n

Donc:

| () —1xI| = %

Posons: VneN*, u, = \/LE Ona:VneN* VxeR, \fn(x) - |x|| < u, etlimu, =0 donc (u,) convient.

o, \
EXER(I

AS Exercice 30 (Chapitre 19, exemple 9)

* Onpose G =ker f. Soit F un supplémentaire de G dans E, soit p la projection sur F parallelement G.

 Soit (ey, ..., ex) une base de F, soit (ex.1,-.., ;) une base de G. Comme F et G sont supplémentaires dans E, alors (ey, ..., e,)

est une base de E.
 Posons:Vjel[l,kl fj = f(e)).
Montrons que la famille (f3,..., fi) estlibre.
k
Soient A1,..., A €K tels que ) A;fj=0.
j=1

k k
Alors: Y Ajf(ej) :Odoncf(z Ajej) =0.
j=1 j=1

k
Ainsi ) Ajejekerf=G.
=1

k
Or (ey, ..., e;) une base de F donc Z AjejeF.
j=1
k k
Ainsi: ) Ajeje FNnG={0}donc ) Aje;=0.
; —

j=1 j=
Or la famille (e;,..., e;) est libre, donc :
Vjellkl, A;=0.

Donc la famille (fi,..., fi) estlibre.

o D’apres le théoreme de la base incomplete, il existe fi.1,..., f € E tels que (fi, ..., f,) soit une base de E.
¢ Soit g 'unique endomorphisme de E tel que :
Vjell,kl, gle)) = fj.
Comme 'image de la base (ey, ..., e,) par g est une base, alors g est un isomorphisme.
Ainsi: g€ GL(E).
* Montrons que f = gop.



- Soitje[l,kl,ona:
goplej)=glej)=fj=f(e))
car ej € F et p projection sur F.
- Soitje[k+1,n],ona:
goplej)=g0)=0= f(e;)

car ¢j € G et p projection parallelement a G et G = ker f.
— Comme (ey,...,e,) estune base de E et go p, f € L(E), alors :

f=gop.

» Donc g et p conviennent.

X ‘,
EXtraise,

A5 Exercice 31 (Chapitre 19, exercice 28)

« Supposons qu'il existe u € L(E) tel que Imu = F et ker u = G. Alors, d’apres le théoréme du rang :

n=dimkeru+dimImu =dimF + dimG.

e Supposons dim F +dim G = n.
Posons p =dimG, alorsdimF = n—p.
Soit (ey, ..., ep) une base de G et (fi,..., fu-p) une base de F.
Comme (ey, ..., ep) estlibre, d’apres le théoreme de la base incomplete, il existe ep+1, ..., e, tels que (e, ..., e,) soit une base
de E.
Soit u I'unique application de L(E) telle que :
Vkell,pl, ulex) =0

Vkelp+1,nl, ulep) = fi—p.

Comme (ey, ..., e,) est une famille génératrice de E, alors (u(ey),..., u(e,)) est une famille génératrice de Im u. Donc :
Imu = Vect(u(ey),..., ule,)) = Vect(0,...,0, f1,..., fu—p) = Vect(f,..., fu-p) = F.

De plus:
Vkell,pl, ex€ keru.

Donc, comme ker u est un espace vectoriel :
Vect(ey, ..., ep) ckeru.

D’apres le théoréme du rang : dim (E) = rgu + dim (Ker ). Donc dim (Ker u) = n—rgu.
OrImu = Vect(fi,..., fu—p), etcomme (fi,..., fu—p) estlibre, (f1,..., fu—p) estune base de Im u. Ainsirgu = dimImu = n—p.
Doncdim(Keru) =n—(n—-p) = p.
Or Vect (ey,...,ep) ckeru et dim (Ker ) = p = dimVect ey, ..., ep).
Donc:
Keru = Vect(ey,...,ep) = G.

Ainsi u convient.
e Ainsi: il existe u € L(E) tel que Imu = F etkeru = G ssidim F + dim G = n.

é@\ y
J) Exercice 32 (Chapitre 20, exercice 27)



¢ Supposons qu'il existe P € GL,(K), Q € GL,(K) tels que A= QJ;P. Alors comme P et Q sont inversibles :
rg(A) =1g(J,P)=18(J;) =r.
En effet, si on note Cj,...,Cp les colonnes de J;, ona:
rg(J;) =dimVect(Cy,...,Cp) = dimVect(Cy,...,C;) =T,

car (Cy, ..., C;) car il s’agit des r premiers vecteurs de la base canonique de M, 1 (K).

e Supposons querg(A) =r.
Soit f € L(KP,K™) I'application linéaire canoniquement associée a A.Notons C; (resp. C2) la base canonique de K” (resp.
K™).
D’apreés le théoreme du rang, dim ker f = p — r, donc soit (e;+1,...,ep) une base de ker f.
Comme (ey41,...,ep) est libre, d’'apres le théoréme de la base incomplete, il existe ey,...,e; € KP tels que B; = (e1,...,ep)
soit une base de K7”.
Comme B, est génératrice de K”, alors (f(e1),..., f(ep)) est génératricede Im f. Or: Vk > r, f(ex) = 0 donc (f(e1),..., f(er))
est génératrice de Im f.
Or:Card(f(ey),..., fler)) =r =r1g(f) = dim (Im f), donc (f(e1),..., f(e;)) est une base de Im f.
Comme (f(e1),..., f(er)) est libre, d’aprés le théoreme de la base incompleéte, il existe gri1,...,8n € K" tels que B, =
(f(ey),..., f(er), &r+1,---,8n) SOit une base de K".

Ona:
1 0 0
0
: 1 0 0
MatB],BQ(f) = ] =Jr.
0 0 :
o ... ... ... ... 0

Posons P = Pass(B1,C1) et Q = Pass(Ca,B2), alors : P € GLy(K), Q € GL,(K) et d’apres les formules de changement de
base :
A=Matc, ¢, (f) = Pass(Cy, B2)Matg, g, (f)Pass(B1,C1) = QJP.

AS Exercice 33 (Chapitre 20, exemple 13)

Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a A. Posons r =rg(f) =rg(A).

Ona: A?=0, donc:VxeR", f(f(x)) =0doncIm f cker f.

Soit (e, e3,...,e2,-1) une base de Im f.

Soit k€ [[1,7]l, comme ey;_; € Im f, il existe e € R" tel que : exj—1 = f(exp).

(e1,€3,...,e2,—1) une base de Im f c ker f ainsi (e, e3,...,e2,-1) est une famille libre de r vecteurs de ker f. Comme dim ker f =
n—r, d’apres le théoreme de la base incompleéte, il existe ez 1,..., e, € R (n—2r vecteurs) tels que (e}, es3,...,€2;-1,€27+1,---,€n)
soit une base de ker f.

Posons B = (ey, ..., e,). Montrons que B est libre.

Soient Ay,...,A, €Rtelsque: Y} | Axer =0.

Ona: ZZ:I Arf(ex) =0or (e1,e3,...,€2r-1,€2/+1,...,€,) €st une base de ker f donc:

Aaf(ex) +-+-+ Az, fe2r) =0.

Donc:
Aser+ -+ Aoreor—1 =0.

Or (e, e3,...,e2,-1) estlibre donc :
Ay =---= A =0.
Ainsi :
Aer+--+Aar_1827_1 + Aoreor +... 1y e, = 0.



Or (e, e3,...,€2r-1,€27+1,...,€p) estlibre donc :

AM=-=Apr1=Aorezr =+ =€, =0.
Ainsi B est libre.
Comme Card B = n, alors B est une base de R”.
0 1
0 0
0 1 R .
Et comme, Matg(f) = 0 0 , alors A est semblable a cette matrice.

ORLY 4 Cieeeeens orff
I o, 5 i

48k,
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Correction de la séance 1 I
S %

p , . o e e u
Problemes : Déterminants et séries 2t

2)

%= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 15) .
On pose : =3y" =2y’ + y = cos(x) (E). "%

e Onrésout —3y" —2y' + y =0 (Ey).
Léquation caractéristique associée a (Eyp) est —3 r2—2r+1=0, ses racines sont —1 et % Donc les solutions de (Ej) sont :

X— Ae‘x+,ue’”3, AMUER.

+ Comme i n'est pas racine de ’équation caractéristique, on cherche une solution de (E) de la forme y: x — Acosx+ Bsin x.
Alors:

-4A-2B=1 { B=-

1" ! _ _ _ — i =
3y -2y +y=cos(x) © VxeR, (-4A-2B)cosx+ (2A—-4B)sinx cosx@{ 2A—4B=0

car (cos, sin) libre
¢ Donc les solutions de (E) sont : ) )
x— Ae ¥+ pe’d - S cosx— - sinx, A, p € R.

© mégalits

Soit n e N*.

nlgl 1

x(1+x%) ~ 1+x2°

|fn(x)| =

1 .
Posons f: x — ——, alors f convient.
1+x

Probléme 9 ( Nouveau probleme, E3A PC2012)

Question préliminaire
I+a)A+p)=1+a+P+af=1+a+ppuisque aff = 0.
1 -1
. = =1+

1 Al U 1 1+un

1 —U1 0
1 -1 4
Ao =| U 1 —Uy |=14+upvr—uy 1 =1+upve —ui(—vy) = 1+ upv2 + uy vy par développement par rapport

0 122 1

ala premiere colonne
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2.

5.

7.

Développons A, par rapport a sa derniere ligne :

Ap= (_1)n+l+nun An—2 : +Ap—1

Puis par développement par rapport a la derniere ligne,

Ap=upVpAp—2+Ap

. Slest clair que: VneN*,A;, = 0.

Larelation est vraie pour n =1 et n = 2 puisque A; et Ay sont des sommes de termes positifs.

Soit n = 2. Supposons la relation vraie au rang n et n— 1.

Alors, puisque a,+1 20, Ayy1 = Ay + ap+1A,-1 2 0, montrant ainsi la relation vérifiée au rang n + 1.
Conclusion:Vn=1,A, =0etalors, Vn=3,A,,—Ay_1 = anA,—2 =0.

On a également Ap — A = upv2 = 0 et on en conclut que (A,), est croissante.

. Onalégalité pourn=1et A, =1+ upv2 + ujv; < (1+ a;)(1 + ap) par la question préliminaire.

Supposons la relation vérifiée aux rangs n et n— 1.
Alors

n n—1 n—1 n—1 n+l
A1 Skl'l1 A+ ap) +an+1 kHI A+ ag) :kl'l1 A+ap)(1+a,+an+1) skl'l1 A+ap)1+a;)1+an+1) :kl'[1 A+ ag)

On a utilisé la question préliminaire.
Ceci termine la récurrence.
5.1 Pour tout n € N, P, est clairement strictement positif. On peut donc considérer la suite (InP;,) ;.
Or,VneN,InP, =S,.
La suite (S;),, est la suite des sommes partielles de la série Z In(1+ a;).
n=1
Or cette série est une série convergente car :
+ elle est a termes positifs.
« In(l+a,) ~ ay.
n—+oo
x Y a, converge

* (l)zn1 conclut par critére d’équivalence.
Ainsi, (S,), converge donc (InP,), converge. Par continuité de exp et caractérisation séquentielle de la continuité,
(Py),, converge. On peut méme préciser vers une limite strictement positive.
5.2 Etant convergente, la suite (P,), est majorée. L'inégalité du 4 nous montre ainsi que (A;), est majorée. Etant crois-
sante et majorée, elle converge alors.
(a) avérifier par récurrence sur n.
(b) Considérons la suite des sommes partielles (T},), de la série Z ty:
) n=2
Vn=2,T,=% tp=A,—A;, partélescopie.
k=2

Par hypothese, (A;), converge donc il en est de méme pour (T},),, ce qui signifie que la série Z t, converge.
n=2
6.3 Vn=3,t,=a,An—2=a,=0parb6.1.

Par critere de comparaison des séries a termes positifs, et puisque la série _ t, converge, on obtient la convergence
n=2
delasérie ) a, converge

n=1

On a établi I'équivalence entre la convergence de la suite (A,), et la convergence de la série Z a,
n=1




Probléme 10 ( Probleme fait en classe )

1. (a) SoitnmeN*,

Un+1— Up=1In uZ+1
n
! Vn
(A () )
vn
zln((n+1)\/%e(nzl)nnil)
n \n+l/2
=In e(n ) )
:1+(n+ (%)
1

1 1 1 1
“1-(le g g r o 7))

(b) VneN*, — 121,12 donc Y (vy+1—vy) ety — 121n2 sont de méme nature.
Or) # est une série de Riemann convergente, ainsi }_(v,+1 — v5) converge.
Or Y (vn+1 — vy) est une série télescopique dons (v,) converge.

(c) Posons I = lim v, alors limu, = ¢! # 0. Donc :

Posons k = e! > 0, alors :

2. @ i e Ip=f"1dt=1%

o I = [ sin(ndt = [~cos(t)]T/? = 1
ii. Soit n = 2. On effectue I'intégration par parties :

u(r) =sin"' (1) /(1) = (n—1) cos(1)sin" (1)
V() = sin(t) v(t) = —cos(?)

Ona:
. n—1 /2 /2 2 . n=2
I = [—cos(f)sin" " (1], +(n—1)f cos”()sin" (1) dt
0

/2

= (n—l)f (1—cos®(1)sin" () dt
0

=n-DUp-2-1,).

Doncnl, =(n—-1)I,,_, et ainsi :

n—-1
Vn=21,= TI"_Z'

iii. Soit p e N.



e Soitke[l,p]l,ona:

L 2k-1
IZ(k—l) 2k ’
donc:
fi i
k=1 Ir(k-1y k=1
Ainsi, par produit télescopique :
12p_lE[2k—1_lE[(2k—1)(2k)_szl(Zk—l)(Zk)_ ep!  @p)
b“g 2k e @07 LeRE ek ()
Ainsi :
_ Cpt o
Yy
iv. De méme:
, ey TR TR ()

Ly l—[ lB[
L 2k+1 iic1 CK)(2k+1) szl(zk)(2k+1) @p+1)! Cp+1)!

Ainsi :
(27 p)*

Lp+1 = —(Zp T

(b) i SoitpeN*.Soitr€[0,%],ona:0<sint<1.Donc:sin?’*!(z) <sin®? (1) <sin?’71(1) .
Donc, par croissance de 'intégrale :
VP EN®, Lpi1 < bp < Ip-1.
ii. SoitpeN*.Ona:

I L,
1< 2p _ 2p1:2p+1.

Dp1 Ipi 2p

Donc, par théoréeme d’encadrement :

I
oy,

lim
p=+00 Dy

iii. SoitpeN*.Ona:

Iy @p)! m@ep+1)! ( @2p)! )2 n
- z = 2p+1)=.
Lpa (2rpl)* 2 (2rpl)®  \2°P(p)?

@p)!
22;7 (p!)Z

2
) 2p+17% ~1.D'oli, comme2p+1~2p,ona:

1 (22P(p?)*
p( @p)! ) -

OrI

Topt ™ 1 donc(

3. D’'aprés l.e:

1 (22P(p)2\°
Z( @p)! ) B

Donc:

4. Ainsi %2 =n donc k=+v2m, dour:



5. Soit n € N*,

= k(In(2k+1)—-InRk))—n
1

n n
=Y (k+1)In@k+1)-kInk)- ) InRk+1)-n
k=1 k=1

n
=n+DIn@n+1)- ) InRk+1)—-n
k=1

n
=In@n+)""' -In[[@k+D-n
k=1
@n+1)!

2" n!
((2n+1)"+1.2”.n!)
=ln| ——————
@2n+1)len
. ((2n+1)”.2”.n!)
B 2n)len

=In@2n+1)™'-1n —In(e™)

Or:

@n+1)"2%n  @n+1)"2"2mn(2)"

(2n)le” \/m(%n)z" o2n
1 2n+D)"
~—
V2 () e
n n
NL(Z”“) NL(HL) ~ L onin(1+3)
V21 2n V2 2n V2

(2n+1)”.2”.n!: | R

Iim—=—e¢
2n)le™ V2
D’ou "
1 1 1
lim ukzln—ellzz ———In(2).
kgl V2 2 2
Ainsi ) u, converge et
+o00o



Correction de la séance 1 5

Probleme : Probabilités et matrices

+ =

x= Exercice de calcul (Chapitre 14, exemple 13)
f estle produit de fonctions de classe C* sur R donc f est de classe C* sur R.
Posons: g:x— x+2et h:x— e**, onaalors:

VxeR, g =1etVk=2 g®x) =0

Par récurrence, on montre que : Yk € N, on a g(k) (x) = 2kg2x
Soit n = 1, on utilise alors la formule de Leibniz.

SoitxeR,ona:
n

f(n) (x) — Z (Z)g(k) (x)h(n—k) (x)
k=0

= (n)f(o) (x)g(n) (X) i (n)f/(x)g(l’ll)(x) + Z (n)f(k) (x)g(nfk) (x)
0 1 k=2 k

=(x+2)2"* + nx2" e =22+ n)x +4)e*F

On remarque que la relation reste valable pour 7 = 0.

© mégalite
Soit (x, t) e Rx]0,+oo[,0on a:
b4

/4
Fenl= o =2m

/2
Posons g: t— 03 alors g convient.

Probléme 11 ( Nouveau probleme, CCINP PC 2019 )

1. Alinstant 0, le pion esten Adonc pg=1etgy=r9=0.

1
ATinstant 1, la probabilité qu’il reste en A est > donc p; = > Sinon, il se déplace de maniere équiprobable sur I'un des

deux autres points donc q; =1 = le
2. SoitneN.
Pour n =0, on abien V; = MV}.
On suppose maintenant 7 € N*,
{Ay, By, Cy} est un systeme complet d’événements de probabilités non nulles donc, d’apres la formule des probabilités
totales,
P(An+1) = P(An)Pa, (An+1) + P(By) P, (An+1) + P(Cy) P, (An+1)
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1
P, (Apy1) estla probabilité de rester en A de I'instant n al'instant n + 1 donc >
1 1
Pg, (A;+1) estla probabilité de passer de B a A donc n De méme, Pc, (Ap+1) = 7

1 1 1
Par conséquent, P(A;+1) = EP(A") + ZP(B") + ZP(CH).

On raisonne de méme pour exprimer b, et ¢,+1 et on conclut que V41 = MV,,.

3. Pour neN, onpose P(n):"V, = M"V,".
MO = I3 donc P(0) est vraie.
Soit n € N. On suppose P(n) vraie.
D’apres la question précédente, V.1 = MV, et, d’apres 'hypothése de récurrence, V,, = MV, donc V41 = MM"V =
M™ 1V, : P(n+1) est vraie.
Par récurrence, on peut alors conclure que, pour tout n €N, V,, = M"Vj,.

1
Vo =| 0 | donc, en utilisant le résultat admis sur M" :
0
L R L |
VREN, Pn= s e =T = 5

4. Quand n tend vers l'infini, 4" +2 ~4" et 4" -1 ~4" donc lim p,= lim ¢g,= lim r,=-.
n—+oo n—+oo n—+oo 3
Cela signifie que, si on observe la position du pion apres un grand nombre d’étapes, il y a autant de chances qu’il soit en A,
en Bouen C.
5. X1 +---+ X, estle nombre de passages par le point A lors des 7 premiéres étapes et E(X; +---+ X,;) est le nombre moyen
de passages par A lors des n premieres étapes.
4" +2 4" +2

W donc E(X;;) = Wik

6. X, suitlaloi de Bernoulli de parameétre p = P(A,) =

n
7. ap=E(Xy+---+ X;) dong, par linéarité de 'espérance, a,, = Z E(X;) et, d’apres la question précédente,

]

"1 2
an = Y |[=+=
i:1(3 3

Par conséquent,

1
8. Comme le pion esten A al'instant0, (T =1)=B; dou P(Tg=1) = T

(Tg=2) = BinB
(A1NB)U(C1NBy)

Ces deux événements sont incompatibles donc P(Tp = 1) = P(A; N By) + P(Cy N By).

1 1 1
Par définition d'une probabilité conditionnelle, P(A; N By) = P(A1) P4, (B2) = > X Yt
1 1 1
Deméme P(CiNBy)=—x —=—.
4 4 16

Finalement, P(Tg =2) = TS

9. Alinstant n, le pion esten A, en B ou en C donc B,=A,UCy.



10. B1NB2 = (A1 UC)N(A2UC) = (A1 N Az) U (A1 N Ca) U (C1 N Az) U (C1 N Co).

11.

12.

En prenant l'intersection avec Bs on obtient 4 événements deux a deux incompatibles donc
P(Bg NBiNBy = P(Bg NA;NA)) +P(Bg NA;NCy) +P(Bg NCiNAy) +P(B3 NCyNCy).

P(B3nAinAz) = P(A1NA2)Pa na,(B3) = P(A1NA2) Py, (B3) carla position al'instant 3 ne dépend que la position a I'instant
1
2. Ainsi P(Bs 1 A1 1 Az) = 2 P(A1 N Ap).

On procede de méme avec les 3 autres termes puis on se retrouve avec la somme de 4 probabilités d’événements incom-
patibles. On utilise la relation du début de cette question pour conclure :

- 1 — —
P(Bg NByNBy) = ZP(BI N By)

— — 1
Avec la définition d'une probabilité conditionnelle, P(B3|B; N By) = 1

Soit k € N*.
k-1__ 1 k-1__
(Tg=k)= ﬂ B; | N Bg. Avec la définition d'une probabilité conditionnelle et le résultat admis, P(Tp = k) = ZP ﬂ B;|.
i=1 i=1

k-1__ 1 1
ﬂ Bi=(Tg=k)=(Tg=k)u(Tg=k+1)donc P(Tg =k) = Z(P(TB =k)+P(Tp=k+1) = Z(P(TB =k)+4P(Tg =k+1))d ol
i=1

3 1 1(3)\k!
P(TB=k+1)=ZP(Tg:k).DeplusP(ngl):Zdonc,pourkzl,P(ngk):Z Z) .

+00 1 1
{Tg = k; k € N} est un systeme complet d’événements donc P(Tg =0)=1— Z P(Tg=k)=1-- —3-
k=1 4 1-——
4
Par conséquent, P(Tg =0) =0.

Pour tout k € N*, P(Tg = k) =

RN

k-1
1
(1 - Z) donc Tp suit la loi géométrique de parametre 7 On en déduit que Tp admet
une espérance et E(Tp) = 4.



Correction de la séance 1 6

Probleme complet d’algebre

Probléme 12 ( Nouveau probleme, Centrale PC 2016 )

I Lopérateur de translation et 'opérateur de différence

I.A - Lopérateur de translation

1. Soit P = ZZ:O aka, un polynéme non nul de R, [X], de degré d = deg(P) (i.e. az #0).
Alors, 7(P) est de la forme :

d d-2
PX+1) =Y ar(X+D)¥=a,X+dag+ag-)X"'+ Y bpx*
k=0 k=0

Comme a; #0:

\ deg(r(P)) = deg(P) et cd(r(P)) = cd(P) \

2. Notons que 7°(P) = P.
Et quessi 8(P)(X) = P(X + k), alors TF*1(P)(X) = t(tF(P)(X) = P(X + k) + 1) = P(X + (k + 1)).
Ainsi, par récurrence

vkeN, 7(P)(X) = P(X + k) \

3. D’apreés la formule du binéme de Newton (changement de variable i = k2 + 1),

. . B 1 j— ¢ - i . .
+ J & J 1 d J 1
VjieN, I,T(P])(X)—(X+l) = E X" = E g P;

o\ P i1\i—1

M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc

]"—1 i< i
Vi,jenl,nn,(M)i,F{ (’61) pon s

4. Question non abordable en sup! .
La matrice M est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale. Il s’agit des nombres (?j) =
1.
Comme M et 7 ont les mémes valeurs propres,

Si M était diagonalisable, elle serait alors semblable a la matrice unité, et donc elle serait égale a la matrice unité.
Ainsi,

M et T ne sont pas diagonalisable

76



5. 0 n’étant pas valeur propre de 7,

7T est bijective

Puis si on considere 7 : R, [X] — R, [X],P(X) — P(X - 1),
on montre qu'il s’agit d'un endomorphisme de R, [X]. Il vérifie: ToT =To7 =id:

VPEeR,[X], T@(P)(X) =T(P)(X+1) = P(X) =1(T(P))(X)

Donc

TP =Px-1)

Puis, comme pour la question 2), on montre que pour tout k € N, 77%(P)(X) = P(X — k).
Donc la formule est toujours vraie :

\ VkeZ, 1(P)(X) = P(X+k) \

6. Avecl'expression de 77!, on applique la méme méthode qu’en 3) et on obtient :

; Y S U A | DIPTSR S A S |
VjeNy, T (PHX) =X-1/"1 =) (-1 X"=) (-1 . P;
o\ P i=1 i-1

Puis

(—1)1""({:) pour i<j

0 sinon

Vi,jell,nl, (M) = {

7. La k+1¢ ligne du calcul V = Q x U est justement

n+1 k k
V=) Qpsrjljo1= ), (j)uj

j=1 j=0
k-1 i<k
On peut identifier (aprés changement d’indice) : Qg j = { (J ‘1) Pour ]
0 sinon

On adonc

8. M est inversible, donc Q = M7 égalementet Q! = (MT)~! = (M~ )T,
Puis par équivalence: V=Qx U= U=Q ' xV=MHTx V.
La k+1¢ ligne de ce calcul donne alors

n+1 T n+1 i n i
Uk = Zl (M) )k+1,j Vj-1= Zl (M ))j,k+lyf*1 = 0((M ))j+1,k+1VJ'
j= Jj= j=

Jj=0

k i k
ug =y (-1 _](j)l/j

9. Onaalors

k (k\ .
vk=Z(.)M=(A+1>’“
j=o\J

On vérifie bien :

k . . ,
Z(—n’“‘f(’;) vi=), (';)(M D/ -DF T = A+ 1) - DF =y
j=0 '

j=0




I.B - Lopérateur de différence
1. Avec les mémes notations qu’'en 1.A.1), avec P non constant on a:
d-2 d-2 d-2
S(P)Y(X) = agX?+(dag+asz- D)X+ Y X —agX? a1 X - Y. arX* =dag X+ Y e xF
k=0 k=0 k=0

Comme a; #0:

si P, non constant, deg(d(P)) = deg(P) — 1 et cd(6 (P)) = deg(P) x cd(P) ‘

2. D’apres la question précédente, si P n'est pas constant, deg(P) = 1 et deg(6(P)) = 0, donc §(P) n’est pas nul. Ainsi, si
O0(P) =0, alors P est constant.
Réciproquement, si P est constant, le calcul (simple) donne §(P) =
Donc
ker(0) = Ro[X]

La question précédente montre aussi que Im(d) < R, [X].
Or d’apres le théoreme du rang : dim Im(6)) = n+ 1 —dim (ker(6)) = n = dim (R,,—; [X]).
Donc:

| Im(6) = Ry-1 [X] |

3. Siker(6/) =R;j_1[X], avec j < n.
Peker(6/™) < 6/ (P) = 0= 6/ (6(P)) = 6(P) e Rj_1[X]

Donc
Peker(d/*) = deg(P) =deg(6(P)+1<(j-1)+1=j < PeR;[X]

Ainsi, par récurrence :

Vjell,nl, ker(6?) =R;_;[X]

Si P € Im(6/), alors il existe Q € R,,[X] tel que P = 67 (Q).

Or une récurrence simple (suite arithmétique) montre que deg P = deg(Q) — j, donc deg(P) < n—
Par conséquent, P € R, ;[X], et donc Im(67) < Ry ;[X].

Le théoreme du rang assure par ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, donc:

Vjell,nl, Im@7) =Ry, [X]

4. Notons A, la matrice de § dans la base (Py).
Par constructionded =7 —id,onaA=M—1,,,;.
Puis comme M commute avec I, 1, alors d’aprés la formule de Newton : A¥ = Z?:o (’;)(—l)k’fo.
Ce qui permet d’affirmer, en revenant aux endomorphismes :

k . .
VkeN,5F=Y" (—1)"‘J(If)rf
J

j=0

5. SiPeR,_1[X] =ker(6™), alors 6" (P) = 0. Donc:

0(X) = [6™(P)I(X) = Z( 1)’”(

o (P)(X) = Z( " f( )TJ(P)(X) Z( n" f( )P(X+])

il S'agit bien du polynéme nul.
Et en particulier en la valeur réelle X =0:

Z( "

P(])

6. a) uodi=uolutou?l=u’=[utoullou=56%0u.
Donc

‘ u et 8% commutent ‘




b) Soit P € R, [X] = ker§?, alors
5%(u(P)) = u(@*(P) = u(0) =0

Donc u(P) € ker(6%) = R; [X].
Par conséquent

‘ R;[X] est stable par u ‘

— b . , [0 1
c) SIA—( d)verlﬁeA—(O 0),alors

S Q

a’ 2ab

0 a _ 2 _ A3 _ A2 _ C d
(0 C)—AXA =A"=A xA—(O 0
b

a 0 a?

.. a . . . . .
Donca=detc=0,ainsi A= ( 0 ), puis A% = ( ), et ainsi nécessairement a = 0, puis 2ab = 0; ce qui

est contradictoire avec ab = 1.
Donc

aucune matrice A ne vérifie A% = (

[e> R e)
S =
~—_—

d) Puisque R;[X] est stable par u, notons @ : Ry [X] — Ry [X], P — u(P).
Considérons alors A, la matrice de it dans la base (P;, P») de Ry [X].

0 0
Or d’apres la question précédente, ceci est impossible. Donc

Alors A? est égale a la matrice de § sur R;[X] donc ( 0 1 )

‘ Il n'existe pas d’endomorphisme u de R, [X] tel que u? =& ‘

7. a) Onavu (questions I.B.3)) que deg(6’(P)) = deg(P)—i=d —i.
Ainsi, la famille (P8 (P),...6%(P)) est une famille de degré échelonné (de d a 0).

‘ C’est une famille libre et vect(P.6(P),...6%(P)) = R4[X] ‘

b) Soit V stable par 4.
Si Pe V,alors 6(P) € V et donc Raeg(p) [ X] = vect(P, 6(P),...0"P)) cV.
Il reste a montrer I'égalité, il faut prendre le polynome en degré maximum. ..
V est un sous-espace vectoriel de R, [X]. Notons d = dim (V) — 1.
Notons (e, ... e4) une base de V. Nécessairement, I'un des e; est un polynome de degré supérieur ou égal a d.
Sinon, on aurait une famille libre de d + 1 vecteurs de R;[X], ce qui est impossible.
Donc il existe P dans V de degré r = d.
SidegP =r > d, alors d’apres la remarque précédente, R, [X] = vect(Bd(P),...0" (P)) c V et V ne peut étre de dimen-
sion d + 1. Donc il existe P de degré d dans V et R;[X] c V et par égalité des dimensions :

il existe d € [[0, n]] tel que V =R;[X]

II Applications en combinatoire

IL.A - Quelques cas particuliers

1. Si¢ estune surjection de E sur F, alors nécessairement #F < #E. Donc

‘si n> p, alors S(p, n) :O‘

2. Une surjection d’'un ensemble de cardinal n sur un ensemble de cardinal n est en fait une bijection. Donc

3. Les surjections de N4 sur [1, n] sont parfaitement déterminées -et de maniere unique- par:
+ Le choix de deux éléments de N4 qui auront la méme image : (", 1) possibilités



 Puis, la distribution des n éléments de I'’ensemble d’arrivée, avec les n éléments de I’ensemble de départ (un de ces
éléments étant double) : n! possibilités
Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

n+1 nx(n+1)!
S(n+1,n) = n=——
2 2

II.B - Recherche d’'une expression générale

1.

I1.C

Le résultat ne fait pas partie du programme. Il faut le démontrer.

Une application de E = N, sur un ensemble F = [1, n] est parfaitement définie -et de maniére unique- par la donné pour
chacun des p élément de E d'un unique élément de F. Donc pour chacun des p éléments de E, il y a n possibilités.

Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

le nombre d’applications de N, sur [1,n] estdoncnx n---x n= nP

. Notons I = {¢:N, — [1,n]|#¢(N,) = k}. Alors, d’apres la question précédente :

nP = i #1
k=1
Il reste a dénombrer Ii. Or les applications ¢ de I sont parfaitement déterminées -et de maniére unique- par :
* Le choix de k éléments de N, qui forment ¢(N,) : (}) possibilités
« Puis, le choix des surjections de N, sur I'ensemble ¢(N,) a k éléments : S(p, k) possibilités
Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

nP

" n " n
Yol ISpl=> | |Sph
i=1\k k

k=0

avec la convention S(p,0) = 0.

. On applique alors la formule d’inversion trouvée en 1.A.8), (p constant)

n n n n—k n
Un= Y, kuk@un:Z(—l) LS

k=0 k=0

avec v, = n”, ur = S(p, k), donc

Vpen Spm=Y (—1)"’“(")1&7
k=0 k

. Pour p < n, le polyndme P = X? appartient a R, [X], donc d’apres I.B.5),

< n—k[ 1 < n—k[ 7 < n—k( "
Y (-1 kP =) (-1 P(k)=) (-1 kP? =0=S(p,n)
k=0 k k=0 k k=0 k

On peut donc généraliser, de maniere cohfente, la formule obtenue a la question précédente :

YpeN, S(pm=Y (—1)""“(")1&’
k=0 k

. Avec les questions précédentes :

nx(n+1)!

1 n & n
Y R T =S(my =0 et Y (=D K" =S(n+1,n) =
Part k k 2

k=0




III Etude d’'une famille de polynomes

II1.A - Généralités

1. Pour tout k € [0, n], deg(Hy) = k.
Donc la famille (Hy, Hj, ... H,) est une famille de degrés échelonnés, donc elle est libre.
Elle est constituée de n + 1 = dim (R,,[X]) éléments de R, [X]. Donc

’ (Hyp, Hy, ... H;) est une base de R, [X] ‘

2. 6(Hy)=1-1=0.
Et pour tout k € [1, n],

1 k-1 k-1 1 k-2 k-2
O(Hp)(X) = Hp(X +1) — Hi(X) = o (jl:[o(X+ 1-j) _,-l:[o(X_j)) =4 ((X+ 1)]_1:[0(X—j) -(X-k+ l)jl:[()(X—j)
1 k-2 ) 1 k-2 )
8(Hy) = o (]_110(—])) (X+D) - (X=k+1) = o (}:[()(X—J)) x k= Hi_

Bilan :

’ 6 (Hp) =0 et pour tout k € [1,n], 6 (H) = Hyx—1 ‘

3. Comme ¢ =1 —1id, on a alors 7(Hy) = 6 (Hy) + Hy = Hy et T(Hy) = 6 (Hy) + Hy = Hy + Hy_;1.
Ainsi M’ est exactement la matrice de T dans la base (Hy, H, ..., H,) de R;,.
Par conséquent,

M et M sont semblables (matrice d'un méme endomorphisme dans deux bases différentes)

4. Pour tout k, ¢ € [0, n], on a (par récurrence pour ¢ = k) :

Hy_j si =k

k _ sk-1 —
ottt =0* ey ={ Tk

Puis comme h # 0, H,(0) =0 et Hy(0) = 1.
Par conséquent :

1 si =k
0 sinon

8% (Hy)(0) = {

5. Puisque (Hy) est une base de R, [X], pour tout P € R, [X],
il existe ag, ay,...a, € Rtels que P = Z?:o asHy.
Puis, par linéarité :

n
85 P©0) =) a,6* (Hp)(0) = ay
l

Donc

n
VPER,(X], P= ) 6%P)(0)Hy
k=0

IILB - Etude d’'un exemple

1. Notons T(X) = X3 +2X2+5X +7.
11 s’agit de calculer 5%(1)(0), pour kde 0 a3.Or

TX)=X3+2X2+5X+7,6(T)(X)=3X>+7X+8,8%(T)(X)=6X+10,5(T)(X)=6

On adonc

T=6H3+10H, +8H; +7Hy

2. Puisque 62(Hk) = Hj._,, alors par linéarité :

si P=6Hs+ 10H, +8Hs +7H,, on a 2(P) = 6Hs + 10H, + 8 H; + 7Hy




3. Considérons (p,) une solution particuliere.
Toute autre solution (u;,) vérifie :

VEeN, (U—Plrsz =2~ Plis1 + (U= Pk = (Ugs2 — 2Ugs1 + UK) — (Pi+2 — 2Pk+1 + PE)
= (k3 +2k% +5k+7) — (K> +2k> +5k+7) =0

Donc la suite (« — p),, est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

Son équation caractéristique est r2—2r+1=(r-1)2%

etil existe A, B € R tel que pourtout neN, u, = p, + (A+ Bn)1"

Reste a trouver une solution paticuliere. On a vu que S2(P)(X)=P(X+2)-2P(X+ 1)+ P(X).
Avec P tel que Vk €N, §%(P)(k) = k% + 2k? + 5k + 7 et pj = P(k), on a une solution particuliére.

Enfin, comme pour k = h, Hy (k) = %k(k— D...(k—(h—-1 = # x (k’_dh)! = (Z), etpour k< h, H.(h)=0;0ona

il existe A, B € R tels que pour tout k €N, ux = A+ Bk +6(5) +10(%) +8(%) +7(5)

avec convention : (Z) =0sih>k

II1.C - Polynomes a valeurs entiéres

1. Le calcul a été fait plus haut pour les nombres entiers naturels.
Sik<0,ennotantp=—k,ona:

1 1 1 -1)! -1
Hu() =~ k(k=1)... (k= (n=1)) = ~(=p)=(p+ 1) ... (~(p+ n—=1)) = = (- LIV _pyn[PE7
n! n! n! n

(p—-D1!
Finalement
(ﬁ) si k=n
H, (k) = 0 si kel[o,n-1]
D) s k<0

2. Tous les coefficients binomiaux sont entiers (puisqu'’il s’agit d'un cardinal d’'un ensemble), donc pour tout k € Z, H;, (k) € Z.

6(P)(k)=P(k+1)—P(k)

3. Pourtout ke Z,

Par soustraction de nombres entiers, il s’agit d'un nombre entier. Donc

Si P est a valeurs entiéres sur les entiers, alors il en est de méme pour §(P)

4. Si P est a valeurs entieres sur les entiers,
alors par récurrence (sur i € N), pour tout entier k € Z, shPY (k) eZ;
et donc en particulier 6 h(P)(0) € Z, et les coordonnées de P dans la base (Hy) sont des entieéres.
Réciproquement, si les coordonnées de P dans la base (Hy) sont des entiers,
alors P = Z;'i:o a;H;, puis P(k) = Z?ZO a; H; (k) € Z (combinaison linéaire d’entiers).
Bilan :

P est a valeurs entieres sur les entiers si et seulement si ses coordonnées dans (Hj.) sont entiéres

5. Supposons que P, de degré d, est a valeurs entiéeres sur les entiers,
Alors d’apres les questions précédentes, il existe ag, a; ... a, € Z tels que P = Z?:o a;H;.

Et donc ., .,
i-1
d'P=Y aixdH;i=) |aixdd-1)...(0+ 1) x [[(X-))
i=0 i=0 j=0

‘ 1l s’agit bien d'un polynéme d!P a coefficients entiers. ‘

Comme le montre le polyndme P = %Xz, de degré 2:
on a 2!P a coefficients entiers, mais P(1) = % ¢Z.

La réciproque est donc fausse.




IV Généralisation de I'opérateur de différence et application

IVA -

1. x— x+1estC> deR} avaleurs dans R}.
Par composition, x — f(x+1) est C* sur R} . Puis par addition

‘ 6 est de classe C*™ de R}

Puis pour tout x € R},
S =fx+D-f'(x)et @) @®)=f(x+D-f'x

(=60

Donc

2. Méme démonstration qu’en 1.B.4),

n
VneN, " (MG = Y (—D”"“(Z)f(x+ 9
k=0

3. Soit x> 0.
Appliquons le théoréme des accroissements finis a f, de classe C' sur [x, x + 1],

Jcelx, x+1[telqued (H(xX) = fx+1) - f(x) = f () x (x+1-x) = f'(c)

En faisant le changement de variable y; = c—x,

pour tout x > 0, il existe y; €]0,1[ tel que 6 (f)(x) = f(x + y1) ‘

4. Nous allons procéder par récurrence. Notons, pour tout 7€ N* :

Ppi«¥x>0,YfeC®RE),y, €]0,n[ tel que z;?zo(—l)"—f(;?)f(xJr N =FPx+y,)»

e Laréponse de IV.A.3) montre que P; est vraie.
 Soit n € N*. Supposons que P;, est vraie.
Soit x > 0, il existe y, €10, n[ (P, adf) tel que:

" (N =8"@E N =GN (x+yn)
Puis par commutation de I'opération différence et dérivation :
"N =GNt y) =8(F M@+ y) = P O yu+ 1) = (x4 yn)
On applique I'égalité des accroissements finis a "%, il existe ¢ €]x + yp,, x + y, + 1 tel que
FP@+yn+D = P+ y) = (FP)V (0 x (x+ yn+ D = (x+yn) = f" V(o)
Enfin, d’apres IV.A.2) :

n+1

6n+l(f)(x) = Z(_l)n+l—j(n;l)f(x+j) :f(nH)(c)
j=0

Enprenant y,.1 =c—x,alors y,y1 2x+y,—xzy,20ety,r1 Sx+y,+1-x<y,+1<n+1. Ainsi,onadonc Ppy;
qui est vérifiée.
Par conséquent,

n .
Vx>0,V feC®R}),VneN,Iy,€]0,n[telque Y (-1)""J (7)f(x+ D=+ yn
j=0




IV.B -

1. Soit ke N*.
1l existe py, ... p;, i nombres premiers et aj, az ... a; € Ntel que k =]
On a alors

i a4
j=1Pj -

i i

aj .

K =[1w;H" =[1pHe
j=1 j=1

11 s’agit de produit de nombres entiers naturels non nuls, donc

‘ k® est un nombre entier naturel

2. Sia <0, alors

1 -
2“2(5) <1

Or on a vu que pour tout k € N* , k% e N*, donc k% = 1. On a une contradiction,

3. Si a est un entier naturel, alors f\% = a! et donc f{**V = 0;

donc I'une au moins des dérivées de f, s’annule en au moins un réel strictement positif.
Réciproquement, s’il existe n € N et xy > 0 tels que fo([") (x0) =0;
or on sait que pour tout réel x,

U(tn)(x) =a(a-1)...(a—n+1Dx*"
Donc si fé") (x0) = 0, alors comme xg > 0, on a nécessairement: a(a—1)...(a—n+1) =0;
et donc il existe k € [0, —1]] tel que @ — k =0 donc @ = k€ N. Ainsi :

a €N ssiil existe n e N et xy > 0 tels que fé") (x0)=0

IV.C -

1. D’apres IV.B.1), pour tout k entier, k* €N,
donc pour tout j € [0, n], f,(x+ j) € N puisque x entier.
Puis par stabilité par multiplication et additions d’entiers :

Z(—l)”‘f(?)fa(xﬂ) eN
j=0

2. On applique directement la relation (/V.1.) :

ala-1)---(a—lal)
(x+yn)LaJ+l—a

3yn €10, n(tel que ) (—1)"_j(’;)fa(x+ N=1P 0+ yn) =
=0

Donc comme y, =0,

o= Ficr [ s Rl
=0

X—+00
]

3. Comme cette limite pour x — +oo est nulle, on peut prendre € = %; il existe A > 0 tel que pour tout x = A et entier :
LoD () falx+ D el = 3,31
Or cette somme est entiere, donc elle est nécessairement nulle.
Ainsi, pour tout x = A, Z;?:O(—l)"_f(?)fa (x+7)=0=f(x+yp).
Donc, une dérivée de f, s’annule en au moins un réel strictement positif. D’apres IV.B.3),

’ a est donc un entier naturel
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