Correction de la séance

Suites récurrentes

x= Exercice de calcul (i Chapitre 6, exemple 18)

e Méthodel:

SoitneN*.Onpose: f:x— (1+x)".

n

Ona:VxeR, f(x)=1+x)"= Z (Z)xk, d’apres la formule du bindme de Newton.
k=0

De plus, f est dérivable sur R.

SoitxeR,ona: f'(x) =n(1+x)"

En évaluant cette égalité en 1, on obtient : Z

e Méthode 2:
Soit k € [1, n],

a_ v (”) k-1
=3 Jkx
=1 \k

n
(n)k =p2" L
1\

b

r n —k n! B n! B n!
k| Tkn-k! (n-kkk-1!  (n-k)!(k-1)!
_ n! _ n(n-1)! - n-1
T (n-1-(k-k-1! (n—-1-(k-D)Nk-1! |k-1
On aalors:
" (n " (n " [n-1 T (n-1
k=0 (k) k=1 k k=1 k-1 k=1 k-1
n—-1 n-1
=n ] par changement d’'indice [ = k—1
1=0
=n2""!  parle bindme de Newton.
© 1négalite
0f _tZ —t%x
Soit (x, 1) € [a,b] xR",ona: =—(x,1) = ———. Donc:
0x 1+ 2
of l’ze_t2x 2 2
Lix,nl= < X g tia
1
Posons & : t — e~"@ alors h est continue sur R* et, par croissances comparées, h(t) L= 0(?) donc h convient.

11



@x,
EAS Exercice 8 (Chapitre 11, exercice 27)

f: R - R
Posons s 3.
X = X+

Déterminons les points fixes de f :
Soit x e R,
f)=x <= x2+3—x
= =
— 16x*-16x+3=0

Le discriminant de 16x% — 16x +3 vaut 162 —4 x3 x 16 = 16(16 — 12) = 16 x 4 = 82.
Ainsi,ona:

1 3
X)=X < X=—-0oux=-—
Ft 4 4

f est dérivable sur R.
Soit x € R, on a f’(x) =2x.

1 3
X —00 0 1 1 +00
f(x) - + + +
[ |40 +00

o
-

evsese e
f)—x=x x+16—x 1 X ik

De plus, soit x e R,

13
11l
e Siuge [i,%[, comme [‘—i,%[ est stable. Ainsi, pour tout €N, on a uy, € [i,%[.

De plus, f est croissante sur [i, %], ainsi, (#,) nen €St MoOnotone.

Donc f(x)—x<0—x€ |

. o S 1
u; — ug = f(ug) — ug < 0. Ainsi, (1) ,en est décroissante. De plus, (1) neny €St minorée par 1 donc (uy) nen cOnverge vers
I € R par théoreme de la limite monotone.

1 3
De plus, f est continue sur R. Ainsi, f(I) =/ donc [ = 2 oul= 7 De plus, (u#n)nen est décroissante. Ainsi, ona: VneN,
1
U, < up donc par passage alalimite,ona: /< uy. D'oul < 7 Ainsi, [ = T

e Siuge o, i [, comme |0, %‘ [ est stable. Ainsi, pour tout n €N, on a uy, € [0, %‘ [.
De plus, f est croissante sur [0, i [, ainsi, (1) ,en €St Mmonotone.
1
uy — up = f(up) — up = 0. Ainsi, (1) nen est croissante. De plus, (¢,) ,en €St majorée par 7 donc (uy,) nen converge vers [ € R
par théoréme de la limite monotone.
1 3 1
De plus, f est continue sur R. Ainsi, f(I) =l donc = 2 oul= 7 De plus, (¢45,) nen €st majorée par e Ainsi, par passage ala
1
limite,ona: [l < i.Ainsi, l= 7
e Siype ]%, +oo[ comme | ?I'+OO[ est stable. Ainsi, pour tout n €N, on a uy, € | %,+oo[.
De plus, f est croissante sur [43'1’ +oo[, ainsi, (#,) nen €St monotone.

Uy —up = f(up) —up = 0. Ainsi, (1) nen est croissante. Si, (¢4,) nen €st majorée alors (1) ,en converge vers [ € R par théoreme
de la limite monotone.

1 3
De plus, f est continue sur R. Ainsi, f(I) =/ donc [ = 1 oul = e De plus, (1) nen st minorée par 1. Ainsi, par passage a



la limite, on a : [ < ug. Ainsi, [ > Z, ce qui est absurde. Donc (i) ,en N'est pas majorée. Et, comme (1) ,en €St croissante,
ona:limu, = +oo.

e Siugy <0, alors u; >0 donc on peut appliquer les résultat précédent a la suite (¢4,,) en+. De plus,ona: u; € [i, %] = up€

-3 -1 umel0 <= ue]-10]etu €3, +oo] < uge]-00,-3|.

¢ En conclusion : la suite (u,) converge vers Lgj Uy € ]—%,%

7 [, la suite (u,) converge vers % siug = i% et sinon, la suite (u;,)
diverge vers +oco

@\’
.,) Exercice 9 (Chapitre 14, exercice 21)

Posons f:x—2+ Esinx.

up e Rdoncu; € | =, =

car sin a valeurs dans [-1, 1]. De plus,

3 5]
2’2]
Posons g: x— f(x)—x.

BB feomale) o) 20

35
De plus, g est continue sur 3’7 donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €

35
2 E] est stable par f car sin a valeurs dans [-1, 1]. Donc (u,,) nen*

est a valeurs dans

3 5]tel ue g(c) =0. Donc
2’2 dque glc) =0

35
f(c) = c. Ainsi, f admet au moins un point fixe dans 33 ]
Enfin, f est dérivablesur [—,—| etona:
Vxe 35] £l =12 cost) < -
xe|=,—|, x)| =|=cos(x) < —.
22 2 2
Ainsi, d’apres 'inégalité des accroissements finis, soit n € N*, ona:
1
|f(un) = flo)l = §|un —cl.
Ainsi : 1
[Up+1—cl < §|un —cl.
Donc:
ltn = cl = oy lun —cl.
. 1 .
Comme lim Py =0, alors, la suite (u,) converge vers c.
Probleme 2 (Devoir libre 12)
1. (a) uestcontinue et strictement croissante sur [0, +oo[ donc u est bijective de [0, +oo[ vers [©(0),lim o [= [—6, +00].

(b) u est bijective de [0, +ool vers [—6, +oo] et 0 € [-6, +oo[ donc il existe un unique « € [0, +oo] tel que :
u(a) =0.
(c) Ona: u(l)=3et u(2) =6,donc u(l) < u(a) < u(2).

Or u est strictement croissante donc :

2. (a) Montrons que :



e Pourn=0, up=a.
¢ Soit n €N, supposons que u, = a.

Alors:
6
u = .
n+1 2+(,K2
3 2 . . 6
Ora’+2a—-6=0,donc a(2+a“) =6 etainsi: 2=0c.Donc:
2+a
Up+1 = A.

¢ Ainsi, par récurrence :
vneN, u, =a.

(b) e festdérivableet:

Vi €]0, +ool, f(x) = ——2%_ <o,
(14 x2)?
Donc f est strictement décroissante sur [0, +col.
e Ona:f(1)=2, f(2)=1et f(a)=a.
x (0 1 a 2 +00

f

(c) i. e Pourn=0,uy,=uge(l,al.
e Soit n € N, supposons que uy, =€ [1, a.
Alors :

Up(n+1) = Uzp+2 = [ (Uan+1) = [o fuzy).

Or uy, =€ [1,a[ donc f(u2,) =€la,2], ainsi:
Un+1)in(l, al.

 Ainsi, par récurrence :
VneN, uy, =€[1,al.

ii. SoitneNN,

Up(n+1) — Uz2n = fo fuzn) — Uy
(uzn — 1) (2 — 2) (U3, + 2Uzp, — 6)
2+u3,)?+18

e Uy, —1=0,
o Uy, —2<0,
o Uy, — 2)(ugn + 21Uy, —6 = u(uz,) <0 car uy, < a et u strictement croissante,
o 2+u3,)*+18>0.
Donc:

U (n+1) — U2n = 0.

Ainsi (u2y) nen est décroissante.
iii. e (u2n)nen est décroissante et minorée par 1 donc, (u2,) nen converge vers I € [1, upl < [1, al.
e Ona:VneN, uypu+1) = fo f(uzy,) et f est continue donc:

fofh=1L.

Ainsi :
(I-1)I-2)(B+21-6)
=0.
2+12)2+18

Doncle{l,2a}.Orle[l,a[,doncl=1.
e Donc (u2,) nen converge vers 1.



(d) e SoitnelN,
Upns1 = f(u2y) €la, 2],

car up, =€ (1, al.
e SoitneN,ona: Uz < Uzy, et f décroissante donc : f(uz(n+1)) = f(u2,) ainsi:

Uop+3 = U2p+1-

Donc (u42,,+1) nen €St croissante.
e Ona:VneN, uyps = fupy,) etlimuy, =1et f continue en 1, donc:

lim Urpn+1 = f(l) =2.

() (un)nen admet deux suites extraites convergeant vers des limites différentes donc () ,en n'a pas de limite.

‘I,_l': | getty

Onnolllustration
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