Correction de la séance

Polynomes de Tchebychev

x= Exercice de calcul (Chapitre 8, exemple 18)

SoitxeR,ona:4x?—4x+1=(2x-1)2.
Soit x € R\ {3},
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Exercice 14 (Chapitre 15, exercice 16)

Pour tout P € K[X] \ {0}, on note dom (P) son coefficient dominant.

1. Pour tout n € N*, on considére la propriété P(n) : « deg(Ty,) = n et dom (T;,) = 2" 1. »
Montrons par récurrence d’ordre 2 que pour tout n € N*, P(n) est vraie.

e Pourn=1,T) = Xdoncdeg(T;)=1etdom(T})=1= 20,
Pour n=2, Ty = 2X% — 1 donc deg(T») = 2 et dom (T») = 2 = 2271, Ainsi P(1) et P(2) sont vraies.
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 Soit n € N*, supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies.
Ona Tyip =2XTy41 — T, donc deg(Ty+2) = deg(2X Tyv1 — T).
Or, deg(Ty,) = n, deg(2X Ty+1) =deg(2X) +deg(Ty+1) = deg(X) + deg(Ty+1) =n+2
donc deg(T,,) <deg(2X T,+1)).
Ainsi, deg(Ty+2) = max(deg(2X T},+1),deg(T,)) =deg2X Tp41) = n+2.
De plus, comme deg(Ty) < deg(2X T),+1)), le coefficient dominant de T+, est celui du polynéme 2X T}, 1.
D’olt dom (Ty42) = dom (2X Tpi1) = 2dom (Tpyy) =2 x 2" = 27+,
Ainsi, P(n + 2) est vraie.
« Ainsi, pour tout n € N*, deg(T,,) = n etdom (T,) = on-1
De plus, on a: deg(Tp) =0 et dom (Tp) = 1.
2. Soit 0 € R. Pour tout n € N, on consideére la propriété Q(n) : « T, (cos(f)) = cos(nf). »
Montrons par récurrence d’ordre 2 que pour tout n € N, Q(n) est vraie.
e Pour n=0, Ty(cos(8)) =1 =cos(06).
Pour n =1, T;(cos(0)) = cos(6).
Ainsi, Q(0) et Q(1) sont vraies.
« Soit n €N, supposons que Q(n) et Q(n + 1) sont vraies.

Ty12(cos(@)) = 2cos(0) Ty,41(cos(8)) — Ty, (cos(8))

= 2cos(0) cos((n+1)0) — cos(nb)
HR

=2cos(0) (cos(nb) cos(f) —sin(nh) sin(0)) — cos(nb)
= cos(n) (2cos(0)? — 1) —sin(nh) (2 cos(6) sin(6))

= cos(n6) cos(20) — sin(nh) sin(26)

=cos((n+2)0)

Ainsi, Q(n + 2) est vraie.
e On a donc prouvé par récurrence que pour tout n € N, Q(n) est vraie.

Montrons désormais I'unicité.

Soit P € C[X] tel que : YO € R, P(cos(8)) = cos(nBh).

On aalors: VO eR, P(cos(d)) = T,(cos(0)).

Donc: VO eR, (P — Tp)(cos(@) = 0. Or, cos: R — [—1,1] est surjective.

Ainsi:Vxe[-1,1], (P—T,)(x)=0.

Donc P — T, admet une infinité de racines (distinctes). C’est donc le polyndme nul.

On adonc P = T,. Ainsi, T, est bien I'unique polynéme vérifiant I'égalité souhaitée.
3. Tp nadmet aucune racine.

Soit n € N*. Déterminons les racines de T,.

SoitfeR.Ona:

Tn(cos(@) =0 <= cos(nd)=0
— nGEz[n]
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Ainsi, les (cos ((z—m)) avec k € [0, n — 1] sont des racines de Tj,.
n
. R 7 Rk+1)rm b4
Soitke[0,n—1],onal<2k+1<2n-1.Dol1:0<s —<— <gmg—-— <.
2n 2n 2n

. s - k+1m .
De plus, la fonction cos : [0,7] — [—1, 1] est injective. Ainsi, pour tout k € [0,n — 1], les | cos BT sont deux a deux
n

distincts. On a ainsi obtenu n racines distinctes pour T;, de degré n. On a donc déterminé toutes les racines de T,.




Probleme 4 (Nouveau probleme, d’apres Centrale PC 2022 )

1. Polyndomes de Lagrange
(a) Soient i, ke[l,n],
e Sik=i,Lila= []

jell,n\iy @i — aj
e Sik#i,ilexiste j € [1,n] \{i} tel que a; — a; =0 donc L;(ax) =0.

Ainsi :

ai—aj —1

1 sik=i
Li(ak):{ 0 sinon

n
(b) Soit PeRy_1[X], posons Q=P — ) P(a;)L;.

i=1
e Onadeg(P)<n—1let:Vie[l,nl, deg(L;)=n-1.
Doncdeg(Q) <n-—1.
e Soit ke [1,n],

Q(ag) = P(ax) - Y_ P(a;)L;(ay)
i=1

= P(ag) — P(ax)

=0
Ainsi, Q admet au moinrsl. n racines distinctes.
e DoncQ=0,dou:P =) P(a;)L;.
i=1
(c) Soit P € R[X] tel que deg(P) < n-2.
n
OnaPeR,_1[X],donc: P=) P(a)L; (x).
i=1
1

Le coefficient en X"~! dans L; est —— etlecoefficienten X "=1 dans P est 0 donc en égalisant les coefficients

[Tw@i-a)

j=1

J#i

en X"~ ! dans (), on obtient :

2. Polyndémes de Tchebychev

n S n = [n k
@ A+D"=) | Jeta-D"=> |, [-D"
k=0 k k=0 k
En sommant, on obtient :

2 sik est pair

k=
Op 1+(=1) { 0 sik estimpair

Donc:

D’ol, en posant k =2p :

Donc:



(b) Soitpe HO, {SJ ﬂ, X"72P(1 — X?)P est un polynome de degré n—2p +2p = n de coefficient dominant (-1)”.
Donc par combinaison linéaire, deg(T},) < n et le coefficient en X" dans T}, est
12 n 130 ( ,
> (—1)”( )(—1)’” =) ( ) =2""1 #0.
p=0 2p p=0\2P
Ainsi, deg(T,) = n et le coefficient dominant de T, est 21,
(c) e SoitfeR,
cos(nf) =Re (e”’e) =Re ((eie)”)
=Re ((cosf +isin6)")

" n
=Re| ). (isin®)*(cos)" ¥
=o\k

Or: ik e R si k est pair et i¥ € iR si k est impair. Donc :
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ke \K
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T,, vérifie bien la relation.
e Unicité:
Soit Q, e R[X] tel que : VO € R, Q,,(cosf) = cos(nh).
Alors: VO eR, (T,, — Q,)(cos(8)) =0.
Or: cos:R— [-1,1] est surjectif. Ainsi: Vx € [-1,1], (T, — Q) (x) = 0.
Donc T, — Q,, admet une infinité de racines distinctes. Donc T, — Q,; = 0.

Ainsi T), = Qp,.
e Ainsi T, est'unique polynome tel que : VO € R, T, (cos8) = cos(nf).

(d) Soit ke [1,n],

2k-1Drn
Th(xg) =Ty, (cos (—))
2n

((Zk— l)n)
=cos| ———
2

= cos(kn— g)
=0

- . (k-1xm e N
Ainsi, xi est racine de Tj,. De plus, ————— € [0, 7] et cos : [0,7] — R est injectif. Donc les x; sont deux a deux
n

distincts.
Ainsi, x1, ..., X, sont n racines de T, qui est de degré n. Donc T, est scindé et son coefficient dominant est 2n-l

n
Donc T, =2"71 ] (X - xp).

k=1
3. Une premiére inégalité
(a) e enutilisantla question 2.c, sup |T,(x)|=sup|Ty(cos)|=sup]|cos(nd)| car{cosd,0 € R} =[-1,1].

x€[-1,1] OeR OeR

Ainsi: sup |T,(x)|=1.
xe[-1,1]



(b)

(©

(d)

1
e Posons W = o1 T, alors deg(W) = deg(T,) = n et W est unitaire.

ii.

iii.

ii.

1
Deplus, sup [W(X)|=——
x€[-1,1] 2 x€[-1,1]

| T (x)| = o1
1

Donc W = e T, vérifie I'égalité.

deg(T,,) = netdegW = n, donc deg(Q) < n.

Le coefficient en X" dans Q est FZ”’I -1=0

Doncdeg(Q)<sn-1

. Soit k € [0, n],

1
Q(zr) = 5= Tnlzk) — W (zk)
_ 1 kn
= on1 T, (cos (7)) - Wi(zg)

——g cos(km) —W(zx) aveclaquestion 2.c

= on1 -DF - W (z)
1 1
Or: —F < W(Zk) < F
Donc: 1
e si k est pair Q(zg) = —Wi(z) >0.
e si k estimpair Q(zk) =——— — Wiz <0.

Soit k € [0, n — 1], la fonction polynomlale associée a Q est continue sur ] zy1, 2k [ et 0 est compris entre Q(zy) et
Q(zg+1) donc d’apres le TV, il existe ci €]zr+1, 2k[ tel que : Q(ck) =0

Onaz,<cp-1<2zy-1<..<21<¢y< 2z donc cy,...,cp—1 sont n racines distinctes de Q.

Or, deg(Q) <n—1, donc Q=0.

Ty (x)

on-1

1
Ainsi: W = ST Ince qui est absurde car sup |W(x)| < — = sup
xe[-1,1] xe[-1,1]

1
Ainsi: sup |W(x)| > et (1) est prouvée.
xe[-1,1]
 Soit k € [0, n], de méme qu’a la question 1.c.i Q(z) = 0 si k est pair et Q(zx) <0 si k est impair.
o Soit j € [0,n], (zx)kefo,n €st décroissante par décroissance de cos sur [0,7]. Donc z —z; > 0 si k < j et

zr—2zj<0sik>j.
n

Donc H (zx — zj) estle produit de k termes négatifs (j € [0, k— 1]) et de n — k termes positifs (j € [k +1,n]) .
j=0
J#i

Ainsi, ce produit a méme signe que (- l)k x 177k = (- l)k

Donc ce prodult est )posmf est k est pair et négatif si k est impair.

* Par produit ——— = 0.
H (zx — zj)
j=0
j#k
En appliquant 1.c a n + 1, aux points zy, ..., 2, et au polynome Q qui vérifie deg(Q) < (n+1)-2=n-1,ona:

Z Q(zx) —o.

:]:

(zx — zj)
Jj=0
j#k
Or, il s’agit d'une somme de nombres positifs, donc :
vkio,n), — 28 g

[TGe-2p
j=0
j#k

Donc: Vke[0,n],Q(zx) =
Ainsi Q admet au moins 7z + 1 racines distinctes (zy, ..., z,) et deg(Q) < n—1.

1
DOHCQ=06tW=2n—_1Tn-
Tn
on-1°

On a donc égalité dans (1) ssi W =



