Correction de la séance

Equations fonctionnelles

x= Exercice de calcul (Chapitre 7, exemple 12)

Posons :
A, = Z cos(k?) et B, = Z sin(k?).
k=0 k=1
e« OnaA,=) Re (e”“) =Re|) ef'|etB,=) Im (e””) =Im| ) e*|.
k=0 k=0 k=0 k=0
e Ona:
n n
Z Z(elt)k
k=0 k=0
Donc:
- siel’ =1, cest-a-dire si = 0[27], alors :
noo. n
Y ek =Y 1=n+1
k=0 k=0

Donc:
A,=n+1letB,=0.

- siel #1, cest-a-dire si t # 0[27], alors :
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© 1négalite

Soient n e N* et x € R.

@ =] = | oy | = | ] =
" 1+ nx? 1+nx2! 1+nx?
Or:
. 51|x|>\/_,alorsl+nx > nx?>0donc:
1
xX-x|s—=s—,
| | nlx| ~ vn
. 51|x|<\/_,alors

1
| fn(0)— x| < |x| = —.

Vvn

Posons : VneN*, u,, = ﬁ Ona:VneN*, VxeR, \fn(x) —x| < u, etlimu, =0 donc (u,) convient.

Probleme 5 (Devoir libre 15)

1. En appliquant 'hypothésea x =y =0,ona: f(0) = f(0) + f(0) + 0 donc:
fo) =
2. Soit x € R. En appliquant ’hypothésea x et —x,ona:f(x—x) = f(x) + f(-x) — x2 donc, comme f) =
f=x)=—f(x)+x%

3. Soitx e R.
e Pourn=0, f(nx) = f(0)=0et nf(x)— 2nx + 5 nzxz—Odonc:

fnx) = nf(x)—%nx2+%n2x2.

¢ Soit n € N supposons que f(nx) = nf(x)——nx + 2x2.0Ona:

f(n+1)x) = f(nx+x)
= f(nx)+ f(x)+ nx.x par hypothese sur f

2

1 1
=nf(x)— Enx2 + Enzx2 + f(x)+nx“ par hypothese de récurrence

1 1
= (n+1)f(x)+£nxz+5nzx2

= (n+1)f(x)—l(n+1)xz+l(2n+l)xz+lnzx2
2 2 2
= (n+1)f(x)—%(n+1)x2+%(2n+1+n2)x2

=(n+1)f(x) - %(n+ Dx®+ %(n+ 1)%x?

» Dong, par récurrence :
1 1
VxeR,VneN, f(nx)=nf(x) - Enx2 + Enzxz.

4, SoientxeR, neZ.
e sineN, lerésultat est vrai d’apres 3.



e sin <0, alors —neNdonc, d’aprés 3. :

fl=nx)=-nf(x)+ %nx2 + %nzxz.

Or, d’aprés 2. f(—nx) = — f(nx) + nx%. Ainsi :

1 1
—f(nx)+ n2x? = -nf(x)+ Enx2 + Enzxz.

Donc:

fnx) = nf(x)—%nx2+%n2x2.

e Donc: ] ]
VxeR,VneZ, f(nx) = nf(x)—Enx2+§n2x2.

5. Soit x€ Q. Il existe pe Z et g e N* telsque:ng.

D’aprés4:
1 1
flgx)=qfx)- quz + quxz.
Or:
1, 1,
fao=fp) =fpn=pfQ)-sp*+5p"
Donc: ) . 1 1
gl -—g?xt= 12, 12
Af X =5qx"+ 54 =pf)=2p°+p°.
Donc: ,
Qf(x)—%%+%=pf(l)—%p2+%
Donc: ,
1 1p
= 1)—-— -,
afx)=pf=3p+37
Ainsi : )
f(x)zgf(l)_%g"‘%%=xf(1)—%x+fra012x2.
Donc:

VxeQ, f(x) = %xz - %x+f(1)x.

6. Posons A= f(1)-3,alors:

1
VxeQ, f(x)= 5x2+/1x.

Soit x € R. 1l existe (x,,) suite de rationnels telle que lim x,, = x.
Soit n € N, comme x, € Q, alors :

1
flxy) = Exfl + Ax;.
Comme f est continue, lim f(x,) = f(x) donc, par passage a la limite :
1 >
fx) = Ex +Ax.

e Donc: ]
VxeR, f(x) = Exz + Ax.

7. « Analyse : Supposons qu'il existe f € C°(R) telle que :
VX, VER, f(x+y) = f(x)+ f(y) + xy.

D’apres les questions précédentes, il existe A € R tel que :

1
VxeR, f(x) = §x2+/1x.



o Synthese : Soit A € R, posons f: x — %xz + Ax. Alors f € C°(R) et, soient x, y € R,

1 1
f(x)+f(y)+xy:5x2+/1x+5y2+/1y+xy

1

= z(x2 +2xy+ YD)+ Ax+y)
1

= E(x+y)2 +A(x+y)

=flx+y)

Donc f convient.
e Donc les solutions sont :
f: R - R

ALeR
x — gx*+Ax’

Probleme 6 ( Devoir libre 15)

Premiére méthode :

1. Soit f la fonction constante nulle.
Il est clair que f est définie et continue sur R et que f vérifie (1). Ainsi f € E.

Donc:
E£o

2. o Comme f est définie et continue sur R, il est clair que g I'est également.
e Soientx,y €R,
g +g(y) = fX)-fO+f(y)-f0)
= f@O+f-2f0)
= 2f(5E)-2f0
= 2(f(5H)-0)

= 2g(3%)

Ainsi g vérifie (1).
e D'oli:
gekE
3. (a) Soit x€R.En prenant y=—xdans (1),ona:

fX)+f(=x)=2f(0)=0.

Donc:

fl=x)=-f(x).

Ainsi f est impaire.
(b) Soit x € R, en prenant y = x+2dans (1),ona:

X+x+2

f(x)+f(x+2):2f( ):2f(x+1).

X
Ainsi :
VXeER, f(x+2)=2f(x+1) - f(x)

(c) e Posons:
vneN, u, = f(n)

Alors, comme :
vneN, f(n+2)=2f(n+1)— f(n),

ona:
VneN, uyio =2Uptq — Uy.



Le polyndme caractéristique associé a cette relation est :

X?-2X+1=(X-1)>
Ainsi, il existe A, u € R tels que :

VneN, u,=21+un.

Or up = f(0) =0, ainsi 1 = 0.
Etu; = f(1) = a, ainsi = a.
D’olt:

VrneN, f(n)=u,=an.

e Soitme Z telque m<0.

Comme f estimpaire,ona:

fim)=-f(=m)
Etcomme —m €N, on a, d’apres le point précédent :
f(=m) = a(—-m).

Donc:
fim)=—-a(—m)=am.
e Onaalors:
VmeZ, f(m)=am.
(d) o Soit xeR, enprenant y=0dans (1),ona:
X
rw=2f(3)
Donc: ]
J=5r@
e Pour p=0,

e Soit p € N, supposons que :

1 a
) =3
Ona: Lo
1 —
) - o[
1 1
= %f (27) d’apres le premier point
= 55% d’apres I'hypothese de récurrence
= op+1

¢ On a donc prouvé par récurrence que :
1 1
Vp enN, f(z—p) = az—p.
(e) Soit n € Z, montrons par récurrence sur p que :

VpeN,f[zﬂp) - zipf(n).

e Pour p=0,
n 1
f(35) = ro0 =55 rn

¢ Soit p € N, supposons que :

f(zip)=2ipf(n).
Ona: /2P
/) = f( 2 )
= lf(zip) d’apres le premier point

i

= f(n) d’apres'hypothése de récurrence

= fn)

op+1




¢ On adonc prouvé par récurrence que :
n 1
VpeN, f(z—p) = 55 f.
e SoientneZ, peN, comme d’aprés 3.(c), f(n)=an,ona:

n
op

f( ):Zipf(n):ian:ai

2P 2p°
¢ On a ainsi, par définition de D :
VxeD, f(x) = ax.
(f) i. SoitneN, comme [2"xy] € Z et n€N, alors:
zn
(2" x0) c
n

D

n=

Ainsi, (u,,) est a valeurs dans D.
i. SoitneN,ona:

-
ot

LZ”xOJ < Zn.X'() < |_2nJC()J +1

Donc:
[2" x0] [2"x9] 1
=Xy < + —
2n 2n 2n
Ainsi :
Up<Xg<Up+ on
D’ou: 1
VneN,xo—Z—n< Uy < Xp.
De plus :

X 1
lim xy—— = xo,
n—+oo n

donc, par théoreme d’encadrement, (u,) converge et :

lim u, = xo.
n—+oo

iii. Comme lim,_. o Un = Xg €t f est continue en xp, ona:

JHm f(un) = f(x0).
Deplus, VrneN, u, € D,donc:

VneN, f(u,) = auy,
Ainsi :

fGo)= lim aupy
Donc:
f(xo) = axo.

(g) e Soit f € E, soit g définie comme a la question 2, alors g € E et g(0) = 0, donc d’apres les question précédente, il
existe a € R tel que :
VxeR, g(x)=ax

De plus, comme : Vx € R, f(x) = g(x) + f(0), il existe be R tel que :
VxeR, f(x)=ax+b.
e Réciproquement, posons :
VxeR, f(x)=ax+b,
avec a,beR.

Alors f est définie et continue sur R et de plus, soient x, y € R,

fO+f(y) = ax+b+ay+b
a(x+y)+2b
= Z(a%y+b))
= 2f(5%)

Ainsi f vérifie (1).
Donc f € E.



e Onadonc:

Seconde méthode :

4. Soit x €[0,1],
e Sio<x=<1 alors0<2x<1donc2xe]0,1].

=5

. Si%<xs1,alorsl<2x52donc2x—1€[0,1].
e Onadonc:

Vxel[0,1],2x€[0,1]ou2x-1¢€[0,1].

5. (a) f estcontinue surle segment [0,1] donc f est bornée et atteind ses bornes.

(b)

(c)

Ainsi il existe ¢, d € [0,1] tels que :

f(o) :I[naxf et f(d) :I[nill]lf.

0,1] 0,
Onaalors:
vxe[0,1], f(d) < f(x) < f(c).
e Onapplique (1) ax=2ce[0,1] et y=0.0On aalors:

fa+f0)=2f(c)

Or f(2¢) = f(c) donc:

2f)= fO)+ f(o)
D'ou:
flo) = f(0).
De plus, d’apres 5.(a), f(0) < f(c), donc:
f) = f(o.

On applique (1) ax=2d €[0,1] et y=0.On aalors:
fed)+ f0)=2f(d)

Or f(2d) = f(d) donc:

2f(d) = f(0)+ f(d)
D'ou:
f@ = f(o).
De plus, d’apreés 5.(a), f(0) = f(d), donc:
f) = f(d).

Onadonc:
flo)=f(d) = f(0).
Comme :

Vxe[0,1], f(d) = f(x) = f(o),
ona: f est constante.
Sice [%,1], on applique (1) ax=2c-1€[0,1] et y=1.Onaalors:
fRc—-1+f)=2f(c)
Or f(2c—1) < f(c) donc:
2fo=fM)+f(o)
D’oli:
flo=sf.

De plus, d’aprés 5.(a), f(1) < f(c), donc:
f=f(.



e Side [%,1], on applique (1) ax=2d—1€[0,1]et y=1.On aalors :
fd-1+f()=2f(d)
Or f(2d—-1) = f(d) donc:

2f(d) =z f)+ f(d)
D’olt:
fla) = fQ.
De plus, d’apres 5.(a), f(1) = f(d), donc:
f = fa.
e Commeona, f(0) = f(1), on a donc, dans tous les cas :
flo) = f(d).

e Comme:
Vxel0,1], f(d) = f(x) < f(o),
ona: f est constante.
Soient x,y € [0,1],
hx)+h(y) = [fX)-(FAQ)-fONx+fp-Q)-F0O)y

= fO+fM-FO)-FONEx+y)
= 2f (%) - (FO - FOD(x+y)
= 2(f(5H) - (- fon=3E)
= 2h(5)

Donc h vérifie (1).

Comme f est continue sur [0,1], & I'est également, on a alors :

heE

bna:
1(0) = £(0)

et
h(D) = f) = (fQ) = £0) = f(0) = h(0)

Donc h vérifie les hypothese de la question 5, donc & est constante.
Soit f € E', alors, d’apres la question précédente, il existe b € R tel que :
Vxe(0,1], f(x) - (f(D-fONx=b
Ainsi, il existe a € R, tel que :
Vxel0,1], f(x)=ax+Db

De méme que pour la question 3, s'il existe a, b € R tels que :
Vxel0,1], f(x)=ax+Db

alors fe E'.

Onadonc:
[0,1] R

a
x — ax+b’ "’

E'={

beR}




