Chapitre 11 : Suites numériques

I Limite d’une suite réelle

1.1 Généralités

—4 Définition 1

e On dit qu’'une suite (u,),en converge vers [ € R ou tend vers [, et on note uy, - louu, — I, siet
n—+o00

seulement si
Ve>0,AINeN,VneN, n=N = |u,-I|<e.

¢ On dit qu'une suite (1) ,en converge s’il existe [ € R tel que (1) ,en coOnverge vers [.
e On dit que (1) zen diverge sinon.

Ilustration :

—4 Définition 2

¢ On dit que (1) nen diverge vers +oo ou tend vers +oo, et on note u,; — +o0o 0u U, — +0o, si
n—+oo

VAeR,dANeN,VneN, n=N = u,=A.

¢ On dit que (1) nen diverge —oo ou tend vers —oo, et on note u,; — —+000U U, — —0o, si
n

—+00

VAeR,dANeN,VneN, n=N = u,<A.

Remarque : Une suite divergente peut : diverger vers +oo, diverger vers —oo, ou ne pas avoir de limite.
Ilustration :



Proposition 1

Si la limite d’une suite () existe alors elle est unique. On la note liIP U, ou limu,,.
n—+oo

Preuve.

1
> Exemple 1: Montrons que:lim — =0.
n

> Exemple 2: Soit (1,) une suite réelle telle que :
VneN, u,e”.

Montrer que (u,) converge si et seulement si (u,) est stationnaire.

1.2 Propriétés des suites convergentes

Proposition 2

Soient (u;) une suite réelle et [ € R.
Si (1) nen converge vers [ alors (|u,|) ,en converge vers |1].

Preuve.



Remarque : La réciproque est fausse : Vn € N, u, = (=1)". (Ju,|) est constante égale a 1 donc converge vers 1 mais (u,) est
divergente.

Proposition 3

Toute suite réelle convergente est bornée.

Preuve.

O
Remarque : La réciproque est fausse : Vn e N, u, = (—1)". (u,) est bornée mais divergente.
—4 Proposition 4
Soient (u;;) une suite réelle et [ € RuU {£oo}. Si (1;) admet une limite [/ alors :
e Pour tout M > [, il existe N € N tel que :
Vn=N, u, <M.
e Pour tout m < [, il existe N € N tel que :
Vn=N, u,=m.
Preuve.
O

Corollaire 1

Soit (1) une suite réelle.
* Si (uy) converge vers [ > 0, alors u, > 0 a partir d'un certain rang.
* Si (uy) converge vers [ <0, alors u, <0 a partir d'un certain rang.




> Exemple 3: Soit (1) une suite de réels strictement positifs telle que :

. Un+
lim
Un

=1, avecl<1.

Montrer que : limu, = 0.

1.3 Opérations sur les limites

—‘ Proposition 5

Soient (i) nen €t (V) nen deux suites qui convergent respectivement vers [, I’ € R.
e Alors (uy, + Vy) nen converge vers [+ 1.
o Pour tout A € R, (Auy,) nen converge vers Al
o (UnUp)nen converge vers 1.

. 1 P o P . 1
e Si (uy) converge vers [ € R*, (—) est définie a partir d'un certain rang et converge vers 7
Un

Preuve. o Soit € >0, il existe N1, N2 € N tels que :

VneN,n=Ny = |up

|
A

Nl NI m

|
~
IN

VneN,n=N, = |vy
Posons N = max(Nj, No).
Soitn=N,ona:
lun +vn— L+ 1] = (up =D+ (vp— 1)

<|up-1Ul+|vy—1'l dapreslinégalité triangulaire
€
2

IN

€
—+
2
L

IA

Ainsi:Ve>0,ANeN, VneN, n=N = |(up+vn)—-U+1)|<e.
Donc (uy, + vy) converge vers [ + .

e Soit AeR.
Soit € > 0, par définition de la convergence, il existe N € N tel que :

VneN, n=N = |up-Il<

Al+1°
Soitn=N,ona:
[Aup — AD] =AM un - DI
=M xlup =1
€
<Al x
A Al +1
<e¢
Donc (Auy) ey converge vers Al
« Comme (vy) est convergente donc bornée, ainsi, il existe M € R** tel que :
VneN,|vyl <M.
Soit € > 0, il existe N1, N> € N tels que :
€
VneN, n=Ny = |up-I<—,
2M
vneN, nzNo = |vp-1Is——r0.
2 [Vn | 2(11+1)

Posons N = max(Nj, No).
Soitn=N,ona:

lupvn =11 = |(up — Dop + 1wy = 1)
<lup—1.\lvpl +ll.lvy = I'l  d’apres I'inégalité triangulaire

€ £
S —M+|l|———
2M 2111+ 1)

=<+

£ ¢
2 2

<€
Ainsi:Ve>0,ANeN, VneN, n=N = |uyv,-I1l'|<e.
Donc (uy, vy) converge vers 11'.



Ll

o Comme (lupl) converge vers |I| > 0, et |I| > 5 alors, d’apres la proposition 4, il existe N] e Ntel que: VreN, n = Ny = |up| >

En particulier :
VneN,n= Ny = uu #0.
Soit € > 0, il existe N> € N tels que :
el?
VneN, n=N, = Iun—IISTy
Posons N = max(Ny, Np).
Soitn=N,ona:

1 1| |[I-un
un 1| unl
S|Un—l|
[unllll
2 el?
S__
22
<¢
.. 1 1
Ainsi:Ve>0,dNeN, VneN, n=N —= ——7 <e.
Un

1 1
Donc [u_nJ converge vers e

Proposition 6

Soient (u,,) nen Une suite qui converge vers 0 et (V) ,en Une suite bornée. Alors (¢, Vy) nen cOnverge vers 0

Preuve. (vy) estbornée donc il existe M € R™™* tel que: VneN, |v,| < M.
Soit £ > 0, il existe N € N tel que :
€
VneN, n=zN = |uul<—.
M

Soit n= N, on a alors :
€
[upvnl =lupl xvpl <= — x M <e.
M

Ainsi (u, vn) nen converge vers 0.

—4 Proposition 7

e Si (#;) nen €St une suite minorée et silim v,, = +oo, alors lim(u,, + v;) = +oo.
* Si (1) nen est une suite majorée et silim v,, = —oo, alors lim(u,, + v,) = —oo.
e Silimu, = +ocoetsilimv, = +oo, alors lim(u, + v,) = +oco.
e Silimu, = —ocoetsilimv, = —oo, alors lim(u,, + v;) = —oco.

Preuve.

e (uy) est minorée donc il existe meRtelque:VneN, u, = m.
Soit A€ R. Comme lim v, = +o0, il existe NeNtelque:VneN, n=2N= v, = A-m.
Soitn=N.Onaalors: uy,+vy=m+A—m=A.
Ainsi, lim(uy, + vy) = +oo.

¢ (uy) est majorée doncil existe M e Rtelque:VneN, u, < M.
Soit A€ R. Comme limv;, = —oo, il existe NeNtelque: VneN, n=N—= v, < A- M.
Soitn=N.Onaalors: uy,+vpy<M+A—-M=A.
Ainsi, lim(uy, + vy) = —oo.

e Soit A€ R. Comme limuy, = +oo, il existe N e Ntel que: VrneN, n= Ny = u, = é et, comme lim v,, = +o00, il existe N» € N tel

que:VneN, n=N, = v, = é.
Posons N = max(Np, N»). Soit n= N.On aalors: u, + v, = é +
Ainsi, lim(u, + vy) = +oo.

=A.

™l

e Soit A€ R. Comme limuy, = —oo, il existe N e Ntel que: VneN, n= Ny = u, < é et, comme lim v, = —oo, il existe N» € N tel

que:VneN, n=Ny, = vy < é.
Posons N = max(Np, Np). Soit n= N.On aalors: u, + v, < é +
Ainsi, lim(u, + vy,) = —oo.

™l

=A.

—4 Proposition 8

e Silimu, =1€R** etsilimv, = +oo, alors lim(u,.v;) = +oo.
e Silimu,=1eR™* etsilimuv, = +oo, alors lim(u,.v,) = —oco.
e Silimu, =1€eR** etsilimv, = —oo, alors lim(u,,.v,) = —oco.
e Silimu,=1eR * etsilimuv, = —oo, alors lim(u,.v,) = +oco.




Preuve.

Commelimu, =leR ™ et0< % <[, il existe Ny eNtelque:Vn= Ny, up = % > 0.
2|A|

Soit A€ R, comme lim v, = +00, il existe Np e Ntelque:VneN, n= N, = v, = - >0.

2|A
Posons N = max(Np, N»). Soit n= N. On a alors : u,.v, = %% =|A|l= A..
Ainsi, lim(uy,.v,) = +oo.
Commelimu,=1leR *etl< % <0, il existe N eNtelque:Vn= Ny, u, < % <0.
2|A
Soit A € R, comme lim v, = +00, il existe Np e Ntelque:VneN, n= N, = v, = —% =0.

1 2lAl

Posons N = max(Np, No). Soit n= N.On aalors : (—uy).vy = (—2) (——) =|A| = -A..Donc uy.v, < A.

1
Ainsi, lim(uy,.v,) = —oco.
Commelimu, =leR™* et0< % <, il existe N1 e Ntelque:Vn= Ny, up = % > 0.
2|A
Soit A€ R, comme lim vy, = —oo, il existe No e Ntelque: VrneN, n=No = v, < —% <0.

2|A
Posons N = max(Np, No). Soit n= N.On a alors : u,.(—vy) = %% =]A| = —-A..Donc uy.v, < A.
Ainsi, lim(u,.v,) = —oo.

Commelimu,=1eR *etl< % <0, il existe Ny eNtelque:Vn= Ny, up < % <0.

2|A|

Soit A€ R, comme lim v, = —oo, il existe Np e Ntelque:VneN, n= N, = v, < - <0.

2|A
Posons N = max(Nj, N»). Soit n= N.On a alors : u,.v,y = (—up).(—vy) = (—%) (—lTI) =|Al= A..

Ainsi, lim(uy,.v,) = +oo.

Proposition 9

e Silimu, = +ooetsilimv, = +oo, alors lim(u,.v,) = +oo.
e Silimu, = +ooetsilimv, = —oo, alors lim(u,.v;) = —oco.
e Silimu, = —ocoetsilimv, = —oo, alors lim(u,.v;) = +oo.

Preuve.

Soit A€ R, comme lim u;,, = +o0, il existe N] e Ntelque:VneN, n= Ny = u, = /|A|=0.
Comme lim vy, = +oo, il existe N» e Ntel que: VrneN, n= N, = vy, = [A[ = 0.

Posons N = max(Nj, N»). Soit n = N. On a alors : uy.v, = VIAL.VIA[ = |A| = A..

Ainsi, lim(uy,.v,) = +oo.

e Silimuy, = +oo et silim vy, = —oo, alors lim u;, = +co et lim(—vy) = +oo donc, d’apres le point précédent lim(uy,.(—vy)) = +oo. Ainsi,

d’apres la proposition précédente, lim(uy.v,) = —oco.

Silim uy, = —oo et silim vy, = —oo, alors lim(—u;) = +oco et lim(—v;) = +oo donc, d’apres le premier point lim((—uy).(—vy)) = +oo.

Ainsi, lim(uy,.vy,) = +oo.

Preuve.

Od
—‘ Proposition 10
e Silimu, = +oo, alors lim uL,, =0.
e Silimu, = —oo, alors limuL =0.
n
e Silimu,=0etsi:INeN,Vn=N, u, >0, alorslimuin = +o00.
e Silimu,=0etsi:ANeN,Vn=N, u, <0, alorslimuL = —o0.
n
e Soit € > 0. Comme lim u;,, = +oo, il existe Ne Ntelque: VneN, n=N = u;, = % >0.
Soit n= N, on a alors : |LH = ML ss.Donc:limuL =0.
n n n
e Silim uy = —oo, alors lim(—uy) = +oo, donc, d’apres le point précédent lim %un =0 ainsi limuin =0.
« Supposons qu’il existe N7 e Ntel que: Vn = Ni, u, > 0.
Soit A € R. Comme lim uy, =0, il existe N> e Ntel que: VneN, n= No = |uy| < |A|1+1.
1 1
Posons N =max(N7, N»).Soitn= N,ona: — = o >|A|+1= A. Donc limu%l = +o0.
Un Un
e Silimuy,=0etsi:ANeN,Vn= N, u, <0, alors:INeN,Vn = N, —u, >0, donc, d’apres le point précédent lim_+tn = +oo0 ainsi
S
hmu—n = —o0.
Od

Remarque : Si limu,, = 0, on ne peut pas dire que limuL = +oo car la limite peut ne pas exister. Par exemple : Vn € N*,
n

Un =

—(_rll)n .On alimu; =0 mais VneN*, ui,, = (-1)"nn'a pas de limite.



Méthode 1

En pratique, pour calculer une limite, on utilise les opérations mais dans le cas ot il s’agit d'une forme indéter-
minée, il faut trouver une autre méthode.
e Silimu, = +oo et limv, = +oo, pour étudier la convergence de (,/u, —/V) on peut utiliser la quantité
conjuguée c’est-a-dire :

Upn—Un
vneN, Vi, — U, = ————,
" " Un+ /U

on alim(y/u, + +/v,) = +o0, il faut alors étudier la convergence de (u, — vy).

e Silimu, = +ooetlim v, = +oo, pour étudier la convergence de (L‘—Z), on peut factoriser (u,) et (v,) par leur
terme dominant.

e Silimuy =1 etlim v, = +oo, pour étudier la convergence de (u,"), on écrit :
vy In(uy,)

VneN,ul"=e

On se ramene alors a I'étude du produit (v, In(uy,)).

> Exemple 4: Calculer:

371 _ 2n
3421
sinn?*

lim

lim
n
n—(-n"
m—
n+(-n"
1 n
lirn(1+—)
n
limy/n+vVn-vn
limvVn+1-Vn

> Exemple 5: Soit (i) ,en+ une suite réelle qui converge vers / € R. On pose :

M=

1
VnEN*,vn:; Uj.

k

1

Montrer que la suite (v,) ,en+ converge vers .
Ce résultat s’appelle le théoréeme de Césaro.

1.4

Passage a la limite dans les inégalités

Proposition 11

Soient () nen €t (V5) nen deux suites convergentes, vers et I’. On a:

VneN, u,<sv,) =1<l.

-

Preuve. Supposons que:VneN, u, <vpetl>1. Posonse= =5~ >0. Alors : il existe N1, Nz € N tels que :

VneN, n=N;y = |up—Ill<cetVneN, n=No = |v, - l'| <e.

Posons N =max(Nj,N»).Soitn=N,ona:l—-e<up<vp<I +e¢.

21+ = _ 12l
3 = e

!
Orl—szl—%:Tetl’ﬂe:l@ . Ainsi :

20401 1+20
<

3 3

Donc 2]+ 1’ < 1+21 etainsi ] < I’ ce qui est absurde. Donc :

I<l.

a

Remarque : Les inégalités strictes ne sont pas conservées par passage a la limite. Par exemple, pour : Vrn e N*, u, =1— %,

vn:1+%,0na:Vn€N* U, < v, maislimu, =limv, =1.



1.5 Existence de limite et inégalités

\

—{ Théoréme 1 : Théoréme d’encadrement |

Soient (1) nen, (Vi) nen €t (W5) nen trois suites vérifiant :
e VneN, u,<vy,<wp,

o Les suites (¢,) nen €t (W) ey convergent vers la méme limite / € R.
Alors (v,) nen cOnverge et liIP v, =1.
n—+o00

Preuve. Soit € > 0. Il existe N1, N> € N tels que :
VneN, n=N; = |up—Ill<ecetVneN, n=No = |w, - l| <e.
Posons N = max(Nj, N2). Soitn=N,ona:
—e<sup-l<svp-l<wp—-Il<e.

Donc:
lvp =1l <e.

Ainsi (vy) en convergeet lim vy, =1
n—+oo

—‘ Corollaire 2

Soient (u5) nen €t (V) nen des suites réelles, soit [ € R. On suppose que :
VneN, |u, -1 <v,etlimv, =0.

Alors :
limu, =1.

Preuve. Ona:VneN, —v, < uy—1<vyetlim(vy) =lim(-vy,) = 0. Donc, par théoréeme d’encadrement, lim(uy, — ) = 0. Ainsi :

limuy, = 1.

—4 Théoréme 2

Soient (u,) et (v;,) deux suites réelles.

VneN, u,<v
1. Si{ o

lim u; = +oo
n—+oo

,alors lim v, = +oo.
n—+oo

g alors lim u, = —ococ.
nhIPooUnZ—OO 2 v

VneN, u,<v
2. Si{ e

Preuve. 1. Supposons VneN, u, < vy et nhT Uy = +0o.
—+00
Soit AcR. Il existe NeN, telque:VneN, n=N= u, = A.
Soitn=N,ona:v,=u,=A.
Donc: lim vy, = +oo.
n—+oo
2. SupposonsVneN, u, < vy et liIJIrl Vp = —00.
n—+o0o
Alors:VneN, (—vy) <(-up)et lim (—vy) = +oo.
n—-+oo

Donc, d’apres le premier point: lim (-u,) =+ocodonc lim u; = —oco.
n—+oo n—+oo

> Exemple 6: Calculer:

. th\/ﬁJ
Vi
" n
e limu, avec:VneN*, u, =y ——
" " kg‘ln2+k



II Suites monotones

2.1 Borne supérieure, borne inférieure

—4 Définition 3

Soit A une partie de R.

o Si A est majorée, soit F 'ensemble des majorants de A. Si F admet un minimum, alors ce minimum est
appelé borne supérieure de A et est noté sup(A).

¢ Si A est minorée, soit G ’ensemble des minorants de A. Si G admet un maximum, alors ce maximum est

appelé borne inférieure de A et est noté inf(A).
Par convention :

* Si An’est pas majorée, on pose sup(A) = +oo.
¢ Si An’est pas minorée, on pose inf(A) = —oo.

—4 Proposition 12

Soit A une partie de R.
e Si A admet un maximum, alors A admet une borne supérieure et on a : max(A) = sup(A).
¢ Si A admet un minimum, alors A admet une borne inférieure et on a : min(A) = inf(A).

Preuve.

Théoréeme 3

Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Remarque : Toute partie non vide de R admet une borne supérieure et une borne inférieure dans R U {o0}.

> Exemple 7: Déterminer, si elles existent, les bornes supérieure et inférieure des ensembles suivants :
1
1. A={5, neN*},

n—l
2. Bz{—’f, neN*}.
n+
> Exemple 8: Soient A et B deux parties non vides et bornées de R, soit a € R. On note :
—A={-x,x€e A},

A+B={x+y,x€ A yeB},
1. Montrer que sup(—A) = —inf(A).
2. Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).



2.2 Théoréme de la limite monotone

\

Théoréme 4 : Théoréme de la limite monotone

» Toute suite croissante et majorée de réels converge.
» Toute suite décroissante et minorée de réels converge.

Preuve.

Proposition 13

» Toute suite croissante et non majorée de réels diverge vers +oo.
» Toute suite décroissante et non minorée de réels diverge vers —oo.

Remarque : Une suite non majorée ne diverge pas nécessairement vers +oo. Ex: VrneN, u, = (-1)".n.

Preuve.

10



Corollaire 3

Toute suite monotone admet une limite (finie ou infinie).

n
> Exemple 9: Onpose:VneN, u, = H 1+ eik). Montrons que (u,) converge.

k=1
—4 Proposition 14

Soit (1) une suite qui converge vers / € R.
e Si (u;) est croissante alors: VneN, u, <.
e Si (u;) est décroissante alors: VneN, u;, = 1.
e Si (u;) est strictement croissante alors: VneN, u, <.
e Si (u;) est strictement décroissante alors: Vn eN, u; > I.

Preuve.

—‘ Proposition 15
n

Soit g € R, posons: VneN, u, = g".
e Silgl<1,alorslimu, =0.
e Sig=1,alorslimu, =1.
e Sig>1,alorslimu, = +oo.
e Sig=<-1, (u,) n'apasde limite.

Preuve.

11



2.3 Suites récurrentes d’ordre 1

—4 Définition 4

Soit I un intervalle de R, soit f : I — R. On dit que I est un intervalle stable par f ssi f(I) c I, c’est-a-dire :

Vxel, f(x)el.

—‘ Proposition 16

Soit I un intervalle de R, soit f : I — R. On suppose que I est stable par f. Alors la suite :
up e I, VvneN, up = f(un)

est bien définie eton a:
VneN,u,€el.

Preuve.

12



—4 Proposition 17

Soit [ un intervalle de R, soit f : I — R. On considere la suite définie par :
upel,VneN, uyyy = f(uy).
On suppose que (u,) converge vers [ € I et que f est continue en /. Alors :

1= f().

Preuve.

13



Méthode 2

Soit I un intervalle de R, soit f : I — R. On suppose que I est stable par f.
On considére la suite définie par:

upe,VvneN, uys1 = f(up).
o Comme [ est stable par f alors (u,,) est bien définie et est a valeurs dans I.
e Pour étudier la monotonie de (u,), on peut :
- Etudier le signede g: x— f(x) —x.
En effet, pour n e N, g(u,) = f(u,) — Uy = Uy+1 — Uy. Donc la monotonie de (u,) se déduit du signe
de g.
- Si f est croissante, on montre par récurrence que (#,) est monotone. Plus précisément :
+ Si ug < uy, alors (uy) est croissante,
* Si ug = uy, alors (uy) est décroissante.
Il faut donc connaitre le signe de u; — up :
+ Si up est donné de facon explicite, on calcule u; et on en déduit le signe de u; — up.
* Sinon, on étudie le signe de g: x — f(x) — x, et on utilise u; — up = g(up).
On sait donc que (u,) est monotone.
 Pour étudier la convergence de (u,).
— Si I est borné, comme (u,,) est a valeurs dans I, alors (u;,) est bornée. Et comme (u,) est monotone,
(u,) est convergente.
- Si I n'est pas borné.
* On regarde si on ne peut pas trouvé un autre intervalle stable qui soit borné.
+ Sinon, on raisonne par I'absurde et on suppose que (u,) est convergente. On applique alors la
suite de la méthode en espérant obtenir une contradiction.
On sait donc que (u,) converge. Posons [ = lim u,,.
o Sifestcontinuesur /et /€ I, alors, comme: VneN, u,y; = f(u,), on a, par passage a lalimite : f(I) = 1.
On résout donc I'équation f(I) = . Sil’équation admet plusieurs solutions dans I, on utilise la monotonie
de (u,,) pour trouver la valeur de la limite.

> Exemple 10: Etudier la convergence des suites définies par :
1 up=3etVneN, upp :%(un+ui”)

2. Up= % etvVneN, uyy = %Arcsin(un).
3. upeR,etvVneN, uy,1 = uy.e n.

2.4 Théoreme des suites adjacentes

—4 Définition 5

On dit que deux suites (1) nen €t (V) neny SONt adjacentes si :
o (Up)nen Croissante
e (V) nen décroissante
e (U — Up) nen converge vers 0.

—‘ Proposition 18

Soient (uy) nen €t (V) nen des suites adjacentes avec (1) ,en Croissante et (v,) nen décroissante. Alors :

Vn,peN, uy < vp.

Preuve.

14



Théoréme 5

Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.

Preuve.

> Exemple 11: Montrer que les suites suivantes sont adjacentes :
Up+v, Up+2V,
up=0,v0=1,VneN, upy = 252 et v =5

2.5 Approximations décimales d’'un réel

—‘ Proposition 19

Soit x € R, posons :

10"x 10"x] +1
VneN,anzL JetbnzL . .
107 107

Alors, les suites (a) et (b,) sont des suites adjacentes et :

lima, =limb,, = x.

Remarque : Pour tout n € N, a, et b, sont des nombres décimaux et a, < x < b, et, de plus, b, —a, = 107"

n n
On dit que a, = 0% est une approximation décimale de x a 10" pres par défaut et que b, = Llloo,,xJ est une approximation

107
décimale de x a 10" pres par exces.
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Preuve.

Corollaire 4

Tout réel est limite d’'une suite de rationnels.

Preuve.

III Suites extraites

3.1 Définition

Définition 6

On appelle suite extraite de () zen ( Ou €ncore sous-suite de (uy)ren) toute suite de la forme (i) nen avec
¢ :N — N strictement croissante.

Remarque: (12,) et (u42,+1) sont des suites extraites de (u,).

3.2 Limite

Théoréme 6

Si une suite (u#,) ey posséde une limite / (finie ou infinie), alors toutes ses suites extraites convergent la méme
limite /.
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Preuve.

Corollaire 5

Soit (u;) une suite de nombres réels.
« Si (u,) admet une suite extraite divergente, alors (u,) diverge.
* Si (u,) admet deux suites extraites convergeant vers des limites distinctes, alors (u,) n’a pas de limite.

o> Exemple 12: o Montrer que ((—1)") n’a pas de limite.
o Montrer que (u,) = (v/n— |v/n]) n’a pas de limite.

Proposition 20

Soit (u,,) une suite de nombres réels. Si les suites extraites (u2,) et (uy,+1) posseéde une méme limite / (finie ou
infinie) alors (u;) converge vers /.

Preuve.
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> Exemple 13: Etudier la convergence de la suite définie par :

2

up=2etvneN, u,,1 = .
1+ uy,

IV Suites complexes

4.1 Convergence

—‘ Définition 7

Soit (z;;) une suite complexe
o La partie réelle de la suite (z;) est la suite réelle (x;) définie par :

VneN, x, =Re(z;,).
o La partie imaginaire de la suite (z,) est la suite réelle (y,) définie par :

VneN, y, =Im(z,).

—4 Définition 8

e On dit qu'une suite complexe (u;) ,en converge vers [ € C ssi:
Ve>0,ANeN,VneN, n=N = |u,-I|<e.

e On dit qu'une suite complexe (u,)zeny converge ssi il existe un complexe [ € C tel que (u,) ey cOnverge
vers .

—4 Proposition 21

Soit (¢,) nen une suite complexe et [ € C.
(un)nen converge vers [ si et seulement si (Re (1)) neny €t (Im (¢4,,)) nen cOnvergent respectivement vers Re (1) et
Im (1).
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4.2 Suites bornées

—4 Définition 9

On dit qu'une suite complexe (i) zen €St bornée ssi :

IMeR, VreN, |u,l =M.

—‘ Proposition 22

Toute suite complexe convergente est bornée.

4.3 Opérations sur les suites complexes

—‘ Proposition 23

e (Upvp)nen converge vers 11

converge vers Tk

e Si (uy,) converge vers [ € C et (v,) converge vers I’ € C*, (

Soient (i) nen €t (V) nen deux suites complexes qui convergent respectivement vers [ € C et I € C.
e Pourtout A, u€C, (Auy, + uvy) nen converge vers AL+ ul'.

Un

) est définie a partir d'un certain rang et
Un JneN

4.4 Suites géométriques

—4 Proposition 24

Soit g€ C, posons: VrneN, u, = g".
e Silgl<1,alorslimu, =0.
e Sig=1,alorslimu, =1.
e SigeRet g>1,alorslimu, = +oo.
¢ Sinon, (#,) n’a pas de limite.

> Exemple 14: On pose:

1
zoeECetVneN, z,41 = g(Zzn—z_n).

Etudier la convergence de (z).

En résumé :

Ce qui reste valable :

Ce qui n’est plus valable :

Unicité de la limite

Monotonie

Une suite convergente est bornée

Majorant/minorant

Opérations sur les limites

Limites infinies

Résultats sur les suites extraites

Passage ala limite dans les inégalités larges

Résultats sur les suites arithmétiques

Théoréme de convergence par encadrement

Résultats sur les suites géométriques

Théorémes de divergence par minoration/majoration

Résultats sur les suites arithmético-géométriques

Théoréeme de la limite monotone

Résultats sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Suites adjacentes
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