Chapitre 13 : Limites et continuité

Dans tout le chapitre I désignera un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

I Limite d’'une fonction en un point

1.1 Généralités

—‘ Définition 1

Soient f: I — R et a un réel, élément de I ou extrémité finie de I. On dit que :
e f admet une limite (finie) / € R en a, notée f(x) — I, ssi:
X—a

Ve>0,In>0,Vxel, |[x—alsn=|f(x)-I|<e.
e f admet pour limite +oo en a4, notée f(x) ):Zz+oo’ Ssi:
VMeR, In>0,Vxel, |x—alsn=f(x)=M
e f admet pour limite —oco en a4, notée f(x) %0 ssi:

VMeR, In>0,Vxel, |x—alsn=f(x)<M

—‘ Définition 2

Soient f: I — R. On suppose que +oo est une extrémité de I. On dit que :
o f admet une limite (finie) / € R en +oco, notée f(x) - l,ssi:
X—+00

Ve>0,JAeR, Vxel, xzA=|fx)-I|l<e.
e f admet pour limite +oo en +oo, notée f(x) i +00, SSi :
—+00
VMeR, JAeR, Vxel, xz2A=fx)=M

e f admet pour limite —oco en +oo, notée f(x) T ssi:
X—+00

VMeR, JAeR, Vxel, x=2A=fx)s<M

—‘ Définition 3

Soient f: I — R. On suppose que —oco est une extrémité de I. On dit que :
e f admet une limite (finie) / € R en —oo, notée f(x) i l,si:
——00

Ve>0,JAeR, Vxel, x<A=|f(x)-I|l<e.
e f admet pour limite +oco en —oo, notée f(x) i +00, Si:
——00
VMeR, JAeR, Vxel, x<A=fx)=zM

e f admet pour limite —oco en —oo, notée f(x) — —oo,si:
X——00

VMeR, JAeR, Vxel, x<=A=fx)s<M

—{ Proposition 1 : Unicité de la limite }

Soit f: I — R et a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +o0). Si f(x) — [ et f(x) — I, avec [},
X—a X—a
I, e RU {00} alors [} = I,. La limite de f en a est alors notée :

)lCLnbf(x) ou llcrlnf.




Preuve. O

Proposition 2

Soit f: I —Retac I Si f possede une limite en a, alors :

lim f(x) = f(a).

Preuve. O

1.2 Fonctions bornées

—4 Définition 4

Soit f: I — R une fonction et a un élément de I ou une extrémité de I (éventuellement +oo).
¢ Si a € R, on dit que f vérifie la propriété P au voisinage de a ssi il existe r > 0 tel que f vérifie P sur
INla—r,a+r]|.

e Si a = +o0, on dit que f vérifie la propriété P au voisinage de a ssi il existe A € R tel que f vérifie P sur
IN]A, +ool.

e Si a = —o0, on dit que f vérifie la propriété P au voisinage de a ssi il existe A € R tel que f vérifie P sur
In] —o0, Al.

—4 Proposition 3

Soit f: I — R et a un point ou une extrémité de I (éventuellement +o00). Si f admet une limite finie en a, alors f
est bornée au voisinage de a.

Remarque : La fonction n’est bornée que sur un voisinage de a. Dans le cas des suites, une suite convergente est également
bornée a partir d'un certain rang mais comme les termes restants sont en nombre fini, on peut conclure que la suite est
bornée. Mais, ce raisonnement ne s’applique pas aux fonctions.

Preuve. O

1.3 Limite a droite, limite a gauche

—4 Définition 5

Soient f: I — R et a un élément ou une extrémité finie de 1.

o Si an’est pas!'extrémité inférieure de I. On dit que f admet une limite a gauche en a ssi f|;n]-00,qf admet
une limite en a. Cette limite est alors notée : lim f(x) ou )lcm}; f(x).
X—a =>
x<a
 Si an’est pas'extrémité supérieure de /. On dit que f admet une limite a droite en a ssi f|1n)4,+c0[ admet
une limite en a. Cette limite est alors notée : lim+ f(x) ou )lcm}l fx)
X—a =
x>a

Remarque:
. l=xliﬂrgff(x)(:>V£>0,Eln>0,Vx€I,—nsx—a<0=»|f(x)—l|5£

e I=1lim f(x) &= Ve>0,In>0,Vxe[,0<x—asn=|f(x)-ll<¢
x—at

» Lavaleur a est exclue donc, la valeur des limites a gauche et a droite n’est pas nécessairement f(a).
> Exemple 1: Calculer les limites suivantes :

© s

e SoitneZ

lim [x] et lim [x]
x—nt X—n

—4 Proposition 4

Soit f: I — Ret a un élément de I qui ne soit pas une extrémité de I. Soit /e R.On a:

i f0 =1
limf(x) =1l lim f(x)=1
x—a x—a*

I=f(a)




1.4 Caractérisation séquentielle de la limite

Théoreéme 1 : Caractérisation séquentielle de la limite }

Soit f: I — R, a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oo) et [ € RU {+o0}.
La fonction f admet pour limite / en a si et seulement si pour toute suite (u,) ,en d’ éléments de I qui tend vers
a, la suite (f(u#y)) nen tend vers I.

Preuve.

Remarque : Ce résultat est utile pour prouver la non existence de limites.

> Exemple 2:
» Montrer que cos n’a pas de limite en +oco.
o Montrer que R** — R, x — sin% n’'a pas de limite en 0.

1.5 Opérations sur les limites

Les preuves de ces résultats sont analogues a celles vues pour les suites.

—4 Proposition 5

Soit a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oo). Soient f, g: I — R telles que )lclir}l fx)=1eRet
lim g(x) =1’ eR. Alors :
X—a

. )lci_r}}l(f+g)(x) =1+

e V1eR, )lciil}lﬂtf(x) =Al.

L] i = !

lim f(x)g(x) = 1I'.
. Sil;eo,)lc'mL—l

M 70 = 1

o Sil'#0,lim L9 = L.

x—a 8(X)

—‘ Proposition 6

Soit @ un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oo). Soient f, g: I — R telles que lim f(x) =0 et g est
X—a

bornée alors chi_lgf(x).g(x) =0.




—4 Proposition 7

Soient f,g: I — R et a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oo).

o Si )1611131 f(x) = +o0 et si g est minorée au voisinage de a alors )lciil}l(f(x) + g(x)) = +o0.

e Si yﬂ}f(x) = +o00 et si )lcif};g(x) € RU {+oo} alors )lcig}l(f(x) + g(x)) = +o0.

e Si )161231 f(x) = —oo et si g est majorée au voisinage de a alors )lCiH}l(f(x) + g(x)) = —o0.

e Si )lcii%f(x) = —oo et si )lciil};g(x) € RU {—o0} alors )lcig},(f(x) + g(x)) = —o0.

e Si )lgl}l f(x) = +oo et si g est minorée par une constante strictement positive au voisinage de a alors
Jlciir(llf(x).g(x) = 4o00.

e Si )lci—I»I}zf(x) = +00 et si ;lcilr};g(x) € R** U {+o0} alors )lcil%f(X)‘g(x) = +00.

e Si chllllll f(x) = +oo et si g est majorée par une constante strictement négative au voisinage de a alors
)lci_lglf(x).g(x) = —00.

e Si )lciE}zf(x) = +o0 et si )lciil};g(x) € R™* U{—oo} alors )lcig}lf(x).g(x) = —o0.

e Si )lcl_I}}l f(x) = —oo et si g est minorée par une constante strictement positive au voisinage de a alors

Jlciir}lf(x).g(x) = —o0.

i _ - PN . _
Sl}}_{‘}lf(x)— ooet31]161_1’131g(x)€|]% U{+oo}alors]161§}lf(x).g(x)— 0.

Si lim f(x) = —oo et si g est majorée par une constante strictement négative au voisinage de a alors
X—a

)lci_lglf(x).g(x) = +00.

Si )lcil?}zf(x) = —oo et si )lcil}};g(x) € R™* U{—oo} alors )lcil}}lf(x).g(x) = +o00.

—4 Proposition 8

Soient f: I — Ret g: J — Rtelles que f(I) c J. Soit a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +co).
Soit b un élément ou une extrémité de J (éventuellement +o0). Soit ¢ € RU {00}
Si ]lcin}lf(x) =bet lirr;} g(y) = ¢, alors go f admet une limite en a et )lcin}l(go fNx) =c.

= - =

Preuve.

> Exemple 3: Calculer les limites suivantes :
. cosx+1
o lim ———

x—0 x2

. Vx+3-2
o lim ——
x=1y2x+7-3

. x1_121 (x—In(x+ Vx2-1))

e lim xsin—
X—+00 X

lim |In(x)| "/ )
x—0

1.6 Limites et inégalités

—‘ Proposition 9

Soient f,g: I — R et a un point ou une extrémité de I (éventuellement +oo).
Si f et g admettent une limite finie en a et si f < g au voisinage de a. Alors :

lim f(x) < lim g(x).

—‘ Proposition 10

Soient f: I — R et a un point ou une extrémité de I (éventuellement +oo) et [ € RU {+o0}. Si f admet une limite
len aalors:

e Pour tout M > [, f est majorée par M au voisinage de a.
o Pour tout m < [, f est minorée par m au voisinage de a.




1.7 Existence de limites et inégalités

\

—{ Théoréme 2 : Théoréme d’encadrement |

Soient f, get h: I — R et a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oo). Si:
e f <g<hauvoisinage de a
e lim f(x) =lim h(x) =1
X—a X—a

alors, g admet une limite en a et )lclrrlll gx)=1.

—{ Théoréme 3 : Théoréme de majoration/minoration }

Soient f et g deux fonctions de I dans R, a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oc0).

| f(x) = g(x) au voisinage de a .
1. Si )lcif}lf(x) — o , alors }Cgl}zg(x) = +00.

Xx) < g(x) au voisinage de a
2. Si { flx) =8k 5 , alors )lci_lgf(x) = —o0.

limgt) = -oo

1.8 Théoreme de lalimite monotone

—4 Définition 6

Soit f: I —R.
« Si f(I) admet un maximum, on 'appelle le maximum de f et on note:

max f(x) = max f = max f(I).
xel 1
« Si f(I) admet un minimum, on 'appelle le minimum de f et on note :
min f(x) = min f = min f(I).
xel I
« Si f est majorée alors f(I) est majorée donc sup f(I) existe, on 'appelle la borne supérieure de f et on note :

sup f(x) =sup f =sup f ().
xel 1

« Si f est minorée alors f(I) est minorée donc inf f(I) existe, on 'appelle la borne inférieure de f et on note :

ingf(x) = iIIlff =inf f(I).

\

—{ Théoréme 4 : Théoréme de la limite monotone |

Soient a,b e RuU {+oo} telsque a< bet f:]a, b[—R.
 Si f est croissante, ona:

- Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b et lin}j fx) = sup f(x).
3F= x€la,b|

— Si f est minorée, alors f admet une limite finie en a et lim f(x) = infb fx)
= x€la,bl

¢ Si f est décroissante, ona:
— Si f est minorée, alors f admet une limite finie en b et lin}) fx) = infb fx)
x— x€la,b[

- Si f est majorée, alors f admet une limite finie en a et lim f(x) = sup f(x)
x—a x€la,bl

Preuve.



> Exemple 4: Soit f : [0, +oo[— R une fonction strictement croissante. On suppose que : lim f = [ € R. Montrer que :
(e 0]

Vx € [0, +ool, f(x) < L.

—‘ Proposition 11

Soient a,be RuU{+oo} telsque a< bet f:]la,b[—R.
« Si f est croissante non majorée, alors liin f =+oo0.
« Si f est croissante non minorée, alors lim f = —co.
a
 Si f est décroissante non majorée, alors lim f = +oo.
a

« Si f est décroissante non minorée, alors li})n f=—o0.

Preuve.

—‘ Corollaire 1

Soient f : I — R une fonction monotone et a € I tel que a ne soit pas une extrémité de I. Alors, f admet des
limites finies a gauche et a droiteen aetona:
« Si f est croissante :
lim f(x) < f(a) < lim f(x)
x—a x—a*

 Si f est décroissante :
lim f(x) < f(a) < lim f(x)
x—a* x—a

Preuve.

II Continuité en un point

2.1 Généralités

—4 Définition 7
Soit f:I—Retacl.
On dit que f est continue en a si et seulement si :

)lcig;f(x) = f(a),

c’est-a-dire :
Ve>0,In>0,Vxel, |x—alsn = |f(x)- f(a)| <e.

Dans le cas contraire, on dit que f est discontinue en a.

> Exemple 5: Montrer que |.| est continue en tout point de R.

Définition 8

Soit ae I et f:I\{a} — R. On dit que f est prolongeable par continuité en a si et seulement si il existe une
fonction g : I — Rtelle que gl (4 = f et g continue en a.




—4 Proposition 12

Soita€ I et f: I\{a} — R une fonction.
f est prolongeable par continuité en a si et seulement si f admet une limite finie / en a.
Dans ce cas un tel prolongement est unique et est défini par :

I —- R
g: _ {f(x) six#a

l sinon

g est appelé le prolongement par continuité de f en a.

Remarque : En général, on confond f et son prolongement par continuité ce qui revient a poser f(a) =lim, f.

Preuve.

> Exemple 6: Montrer que:
. sinx c e _
o f:x— %% estprolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =1.
o f:x— %% n'est pas prolongeable par continuité en 0.

e fix— ﬁ n’est pas prolongeable par continuité en 0.

2.2 Continuité a gauche, a droite

—4 Définition 9

Soient f: I — R une fonction et a un élément de I qui n’est pas une extrémité. On dit que :

» f estcontinue a gauche en a si et seulement si :

Jim_f(x) = f(a),

e f est continue a droite en a si et seulement si :

lim+ fx) = f(a).
X—a

—‘ Proposition 13

Soient f: I — R une fonction et a un élément de I distinct de ses extrémités. On a l’équivalence :

[ est continue en a si et seulement si f est continue a droite et a gauche en a.

> Exemple 7: Etudier la continuité de x — |[x] + v x — [ x].
Remarque : Lexistence de limites finies en a* et en a~ ne suffit pas, elles doivent étre égales a f(a).

o> Exemple 8: Etudier la continuité de f:R— R, x — |-x%] en 0.

f@

— soit décroissante. Montrer que f est continue.

> Exemple 9: Soit f:]0, +oo[— R une fonction croissante telle que x —

2.3 Opérations

—‘ Proposition 14

Soient f, g: I — R deux fonctions continues en un pointae I et 1, p € R.
Alors les fonctions A f + ug et f g sont continues en a.

Si de plus, g ne s’annule pas en a, alors le fonction Z est continue en a.
g

—4 Proposition 15

Soient f: I —R, g: J — Ravec f(I) c J.Si f est continue en a et si g est continue en f(a). Alors, la fonction go f
est continue en a.




2.4

Image d’une suite

Proposition 16

Soit f: I — R une fonction continue en a € I. Alors pour toute suite (x,),en d’éléments de I convergeant vers a,
la suite (f (x;))nen converge vers f(a).

Remarque : Ce résultat peut étre utilisé avec le fait que tout réel est limite d'une suite de rationnels.

Preuve.

> Exemple 10: Trouver toutes les applications f : R — R continues en 0 telles que :

VxeR,f(x):f(g).

o> Exemple 11: Déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que :

Vx,yeR, flx+y)=fx)+ f().

Plan d’étude :

—4 Proposition 17

On raisonne par analyse-synthese.

On calcule f(0).

On raisonne par récurrence pour calculer f(n) pour n € N.

On trouve un lien entre f(—x) et f(x) pour en déduire f(n) pour n € Z.

On utilise les résultats précédents pour calculer f(r) pour r € Q.

Comme tout réel est limite d'une suite de rationnels, un argument de continuité permet de calculer f(x) pour x € R.
On fait la synthése.

Soient f: I — I et (u,)en Une suite vérifiant ug € I et, pour tout n € N, la relation u,+; = f(uy). Si:
* la suite (1) ,en €St convergente,
 salimite l appartient a I,

« lafonction f est continue en /,
alors, [ est un point fixe de f, c’est-a-dire :

f=1.

Preuve.

Remarque : Chypothése de continuité est fondamentale. Par exemple, pour f:R— R, x— 5 six#0, 1si x=0.
f n'est pas continue en 0.
Soit (1) la suite définie par :

upeR*etvneN, uy = flug).

Alors (uy) est géométrique de raison % donclimu, =0et f(0) #0.

III

3.1

Continuité sur un intervalle

Intervalles

—{ Définition 10 : Intervalles de R }

On appelle intervalle de R toute partie de R ayant 'une des formes suivantes :
[a) b]y]ay b[’ [ayb[,]a) b]r [a) +OO[,]a, +OO[,] — 0o, b],] —OO,b[,{a},R,¢

aveca,beR,a<b.




Proposition 18

Soit X une partie de R. Alors :

X est un intervalle si et seulement si : pour tous a,be X telsque a< b, [a, b] c X.

Preuve.

3.2 Généralités

—4 Définition 11

On dit que f: I — R est continue sur [ si et seulement si elle est continue en tout point de I.
On note C°(I,R) ou C°(I) 'ensemble des fonctions continues de I dans R. On dit qu’une fonction continue sur I
est de classe C° sur I.

—4 Proposition 19

Soient f,geCO(I) et A, ueR.Ona:
e Af+ugeC(n,
. fgeC’ ),

« si, de plus, g ne s’annule pas sur I, ! eCo(n.
g

—4 Proposition 20

Soient f € CO(I) et g€ C°(J) avec f(I) < J. Alors :

gofeCD.

3.3 Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréme 5 : Théoréme des valeurs intermédiaires }

Soient f: I — R une fonction continue et a, b € I tels que a < b. Alors, pour tout y compris entre f(a) et f(b),

dcela,b], f(c)=y.

Remarque:
e cn'est pas unique en général
o Lerésultat est faux en général si I n’est pas un intervalle.

Preuve.

|

> Exemple 12: Soient f et g des fonctions continues qui ne s’annulent pas sur I et telles que |f| = |g|. Alors f = g ou

f=-s.
> Exemple 13: Soient a,beR, a < b, et soit f : [a, b] — [a, b] continue. Montrer qu’il existe xj € [a, b] tel que f(xp) = xp.

> Exemple 14: Soit f :R — R une fonction continue.
Soit neN*, onnote f" = fo fo f---o f (avec n facteurs).
On suppose que f” admet un point fixe. Montrer que f admet un point fixe.



—{ Proposition 21 : Généralisations du théoréme des valeurs intermédiaires }

o Soient a € RU {—oo} et b € RU {+o0} tels que a < b. Soit f :]a, b[— R une fonction continue admettant une
limite (finie ou infinie) en a et en b.

Soit y €] chlir:lf(x),iﬂf(x)[ ou])lcl_r)rll)f(x),)lclir;f(x)[ ,alors :
dc€la, b, f(c) =y.
* Soient a € Ru{—oo} et b € R tels que a < b. Soit f :]a, b] — R une fonction continue admettant une limite
(finie ou infinie) en a.
Soit y €] )lci_l}zlf(x),f(b)] ou [f(b),)lci_l}}lf(x)[, alors :
Ace€la, b, f(c)=y.
o Soient aeR et b e RU {+o0} tels que a < b. Soit f : [a, b[— R une fonction continue admettant une limite
(finie ou infinie) en b.

Soit y €] lirrlljf(x),f(a)] ou [f(a), linzf(x) [, alors:
x— =

dcela,bl, f(c)=y.

—‘ Corollaire 2

Soient f : I — R une fonction continue et strictement monotone et a, b € I tels que a < b. Alors, pour tout y
compris entre f(a) et f(b), il existe un unique c € [a, b] tel que f(c) = y.

—‘ Corollaire 3

Limage d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Preuve.

3.4 Fonctions continues sur un segment

Théoréme 6 : Théoréme des bornes atteintes }

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Autrement dit, si f: [a, b] — R est continue sur [a, b] avec a < b, alors il existe ¢, d € [a, b] tel que :

Vxela,bl, f(c)< f(x) = f(d),

> Exemple 15: Soit f :R — R une fonction continue et périodique. Montrer que f est bornée.

> Exemple 16: Soient f, g€ CO([0,1)) telles que: Vxe€[0,1], f(x) < g(x). Montrer que :

Im>0,Vxe[0,1], f(x)+m=< gx).

Corollaire 4

Limage d’'un segment par une fonction continue est un segment.

Preuve.

10



3.5 Bijectivité

—‘ Proposition 22

Soit f': I — R strictement monotone. Posons :
f: 1 - f
x —  f(x).
Alors f est bijective.
Remarque :
« On confond souvent f et f.
1 six=0
o Laréciproque estfausse: f:[0,1] —[0,1], x—<{ x six€]0,1[ estbijective et non strictement monotone.
0 six=1

Preuve.

—4 Proposition 23

Soit f: I — R strictement monotone. Alors f ! est strictement monotone de méme sens que f.

—4 Lemme 1

Si f est monotone sur un intervalle I et si f(I) est un intervalle alors f est continue sur I.

Preuve. Quitte a changer f en — f, on peut supposer f croissante.
Soit a un élément de I distinct de ses extrémités.
Montrons que f est continue en a.
Comme f est croissante, on sait que :
lim f(x) < f(a)< lim f(x)
X—a x—at

Raisonnons par I’absurde et supposons que f n’est pas continue. Alors, une de ces inégalités est stricte.
Supposons par exemple : f(a) < lim+ fx).
X—a

Soit y €] f(a), lim+f(x)[.
D Comm)é aan’est pas I'extrémité supérieure de I, il existe u € In]a, +ool.
On a alors : xlin} fx) = f(w.
Eneffet: Vz€la, ul, f(2) < f(w).
En faisant tendre z vers a, on obtient le résultat.
Onaalors: ye[f(a), f(w)] avec f(a), f(u) € f(I). Donc y € f(I) car f(I) est un intervalle.
Donc y € f(D)nlf(a), lim+ fx)[.Doulf(a), lim+f(x) [c f(DN]f(a), lim+f(x)[.
X—a X—a X—a
e Soittel.
- Sit<aalors f(t) < f(a) car f est croissante.
- Sit>a,alors f(f) = lirn+f(x).
X—a
Eneffet,ona:Vzela,tl, f(z) < f(1).
En passant a la limite lorsque z tend vers a, on obtient le résultat souhaité.
Do, f(Dnlf(a), lim_f(x)[=@.
On obtient une contradic)tciT)?l car|f(a), im f(x)[#@et]f(a), lim f(x)[c f(n]f(a), im f(x)[.
x—a* x—a* x—a*

Donc f(a) = lim+ f(x). De méme on prouve quel'ona: f(a) = xlirg_ f).
X—a -

f estdonc continue en a.
Si a est une extrémité de I on procéde de méme en ne conservant qu'une des deux inégalités.
Ainsi, f est continue sur /.

Théoréme 7

Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I réalise une bijection de I sur l'intervalle
f.

Sa bijection réciproque est continue et strictement monotone sur l'intervalle f(I), et de méme monotonie que

f

Preuve.

On a déja prouvé que £~ est strictement monotone sur I'intervalle f(I), et de méme monotonie que f. Il reste donc a prouver que f~!

continue.
f~1 est monotone sur l'intervalle £(I). De plus, f~1(f(I)) = I qui est un intervalle. Donc d’aprés le lemme, f~! est continue sur f(I).
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IV Fonctions a valeurs complexes

4.1 Définitions

—‘ Définition 12

Soient f: I — C et a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oo).
e Ondit que f admet une limite /e Cen a ssi:

Cas aeR: Ve>0,In>0,Vxel, |[x—alsn = |f(x)-Ill<e.
Cas a=+o0: Ve>0,JAeR, Vxel, xz2 A = |f(x)-I|<e.
Cas a=-00 : Ve>0,JAeR, Vxel, x<A = |[f(x)-Il<¢

e Ondit que f est continue en a € I ssi f admet f(a) comme limite en a.
On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.
On note C°(I,C) I'ensemble des fonctions continues de I dans C.

—4 Proposition 24

Soient f: I — C et a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +o0).
f admet une limite (finie) en a si et seulement si Re (f) et Im (f) admettent des limites finies en a, et on a alors

lim f(x) = lim Re (f(x)) + i lim Im (£ (x)).

—‘ Corollaire 5

Soient f': I — C, a un élément Qe I ou une extrémité de I (éventuellement +oo) et [ € C.
Si )lcln}z f(x)=1alors )lcll’I}Z fx)=1.

—‘ Corollaire 6

Soit f: I — C. On a’équivalence :
f est continue sur I si et seulement si Re (f) et Im (f) sont continues sur I.

4.2 Fonctions bornées

—‘ Définition 13

Soit f: I — C. On dit que f est bornée ssi:

IMeR*,Vxel, |f(x)| <M.

—4 Proposition 25

Toute fonction f : I — C admettant une limite finie en a (un élément de I ou une extrémité de I, éventuellement
+00) est bornée au voisinage de a.

4.3 Opérations

—4 Proposition 26

Soit a un élément ou une extrémité de I (éventuellement +oo). Soient f, g: I — C telles que )lclrr}l fl@=1eCet
lim g(x) = I"eC. Alors:
e Pourtout A, u€eC, )lcin}l(/lf+yg)(x) =Al+pul'.
L] i = /
lim f(x)g(x) = 1I'.
f) 1

° il i _— = =
Sil'#0, )lclllglg(x) Tk

12



—4 Proposition 27

Soient f, g: I — C deux fonctions continues en un point a € I.
e Pourtout A, ueC, Af + ug est continue en a.
+ fgestcontinue en a.

f

 Side plus, g ne s’annule pas en a, alors la fonction = est continue en a.
g

—4 Proposition 28

Soient f, g € C°(I,C).
e Pourtout A, ueC, Af+pugeC’(I,C).
o fgeC’U,0).
f

 Side plus, g ne s’annule pas sur I, alors = € C%1,0).
4
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