Chapitre 16 : Analyse asymptotique

Dans tout le chapitre K désignera R ou C, I un intervalle de R non vide et non réduit a un point et @ un point de I ou une
extrémité de I (éventuellement +oo).

I Relations de comparaison : cas des fonctions

1.1 Définitions et propriétés

—‘ Définition 1
Soient f, g: I — K telles que g ne s’annule pas sur un voisinage de a, sauf éventuellement en a avec dans ce cas
f(a) =0.0On ditque:

e f estdominée par g au voisinage de a ssi ]_v est bornée au voisinage de a.
On note f(x) Za O(g(x))ou f = O(g).
(%)

o f estnégligeable devant g au voisinage de a ssi lim Ji) =0.
x—a g(x)

On note f(x) Za o(g(x))ou f = o(g).
fx)

+ f estéquivalente a g au voisinage de a ssi hm @ =1.
On note f(x) x~ag(x) ou f ~ ~ 8

—4 Proposition 1

e Soienta€R, f>0,0ona:In%x) = o(xP).
X—+00
e SoientaeR, f>0,0ona:x* = o(eP).
X—+00
e Soienta e R, f<0,0na:|ln(x)* =0 o(xP).
Xﬂ

e Soienta€R, f>0,0ona:ef* = o(x%).
X——00

Preuve. 11s’agit des croissances comparées. O

Dans toute la suite du paragraphe, on considere f, g, h, u : I — K. Chaque fois que l'on écrira une relation de la forme f = o(g)
a
ouf=0(g)ouf ~ g, on supposera que g ne s’annule pas sur au voisinage de a sauf éventuellement en a avec dans ce cas
a

fl@=0

Proposition 2

. Sifz o(g) alorsfj o(g).
. Sif;galorsfj O(g) etg= o).
o f ~8 si et seulementsi f =g+ o(g).

f) f( x) fx)

Preuve. e Sif = o(g) alors %er}l @ =0donc x — el admet une limite finie en a. Ainsi x — W est bornée au voisinage de a.
Donc: fz o(g).
e Sif ~8 alors lim % =1donc x— M admet une limite finie en a. Ainsi x — & est bornée au voisinage de a. Donc: f 0(g).
f (%) flx ) gx) _ _
s frge= x—»ag() =l lim ——=— 2 =0e=f-g=o0(g = f=g+olg

|

Remarque : Le troisiéme point permet de transformer un équivalent en une relation de négligeabilité, cette derniére ayant
davantage de propriétés.



Proposition 3

. Sisz(g) ethO(h) alorsij(h)-
. Sifz o(g)etg= o(h) alorsfj o(h).
o Sif;getg;halorsf;h.

Remarque : Les relations de comparaison sont transitives.
[x)

Preuve. e Sif = O(g)etg = O(h) alors x — % etx— ig ; sont bornées au voisinage de a donc, par produit, x — 700 st bornée au
voisinage de a, ainsi : f = 0(h).
. f X) .8 f (%)
. Slf o(g) etg= o(h) alors hm ® =0et }I_,H}; oo - =0, donc, par produit, hm — —0 ainsi: f o(h).
e Si f o(g) etg~ h alors hm % =1let }%% =1, dongc, par produit, %Lmu% =1, ainsi: f;h.
O
Proposition 4
e Sif = O(g)eth = O(g) alors f+h = 0(g).
. Sif;o(g) eth;o(g) alorsf+h§0(g).
Preuve. e Sif = O(geth = O(g) alors x — % et x — gg; sont bornées au voisinage de a, donc : x — % + Zg; = % est

bornée au voisinage de a. Ainsi: f+h = o(g).
X) lim h(x) f(x) +h(x)

o B o fx) _
. S1fao(g)ethao(g)alors%%g(——Oet im =0donc

2 lim g( 2 xHa 2 =0.Ainsi: f+h = o(g).

Remarque : Pour sommer les relations de domination ou négligeabilité, il faut comparer a la méme fonction.
Par exemple, ona: x =0 o(x—-1)etx = o(l) mais2x # o(x).
X—

x— X

A A/ Onnesomme pas les équivalents. /N /N A

Remarque : Par exemple x+ x* ~ x+x3et—x+x° ~ —x+x%mais x*+x% % x3+x5.

x—0 x—0 x—0
—4 Proposition 5

Soit 1 e K.
e Sif = O(g) alors A f = O(g).
. Sifz o(g) alors /lfj o(g).
. Si)L;éOetf;galors)Lf;Ag.

Remarque : Les constantes multiplicatives sont "absorbées" par les o et O mais doivent étre conservées dans les équivalents.

e Si f = 0(g) alors x— f( ) est bornée au voisinage de a donc x — MZU;) est bornée au voisinage de a, ainsi: A f = O(g).

. Sif o(g) alors hm % =0, donc hrn f—()) =0, ainsi: Af = o(g).

) . f) Af)
. Slf;galors%%%—1,donc;%m—1,a1n51./1f;/’lg.

Preuve.

Proposition 6

. Sif; O(g) eth; O(u) alors fh? O(gu) .
. Sif; o(g) et hz o(u) alors fhj o(gu).
. Sif;geth;ualorsfh;gu.

Remarque : Les produits ne posent pas de problémes dans les relations de comparaisons.



Preuve. e Sif = O(geth = O(u) alors x — Qg etx— Zgg sont bornées au voisinage de a donc x — % estbornée au voisinage
de a, ainsi:fh = O(gu).
e Sif=o0(g) et h=o0(u) alors lim M =0et lim @ =0, donc lim M =0, ainsi: fh=o(guw).
a a x—a g(x) x=a u(x) =a g(x)u(x) 4
e Sif~o(g)eth~ualors lim m =1let lim @ =1, donc lim M =1,ainsi: fh~gu.
a a x—a g(x) x=a u(x) *=a g(x)u(x) a
O
Proposition 7
Soit @ R, si f ~get si, de plus, f% et g% sont bien définies alors, f¢ ~ g“.
Remarque : Ce résultat est vrai pour les puissances constantes mais pas pour les puissances variables.
a
Preuve. Si f ~ galors hm SO _ =1donc lim (f(x) ) =1, ainsi lim [ =1,dout f“ g%. O
ag(x) x—al g(x) x—a g(x)®
1.2 Composition a droite
—4 Proposition 8
Soit ¢ une fonction a valeurs dans I telle que lin}l} @(t) = aavec b e RU {+o0}.
—
e Sif(x) o o(g(x)) alors, fo(1) = o(gop(1).
e Sif(x) a g(x) alors, fop(t) Z gop(t).
. f®) fle@®) - _
Preuve. e Onalimep(f)=aet llm —— =0. Donc par composition hm =0. Ainsi, f(p(1) = o(glp(D)).
t—b gx) 8lp(n) t—b
. f (x) f ((,D(l‘))
e Onalimep(f)=aet 11m —— = 1. Donc par composition lim ——— = 1. Ainsi, 1)) ~ ).
Hb(ﬂ( )= b g p p 2 e () flp) Hbg(tp( ) ]

Remarque : La composition a droite, signifie que, dans un équivalent, on peut remplacer x par une fonction mais qu’'on ne
peut pas, sauf cas particulier (puissances par exemple), appliquer une fonction a un équivalent.

1.3 Equivalents usuels

—4 Proposition 9

e cosx ~ 1,chx ~ 1,
x—0 x—0

1-cos(n) ~ %
e 1-cos(x) ~ —,
x—0 2

e sinx ~ x,shx ~ x,
0 0

X— X—

e tanx ~ Xx,
x—0

e -1 ~ x,
x—0

e In(1+x) ~ x,
x—0

e Arctanx ~ x,
x—0

e SoitaeR*, 1+x)%-1 0 ax.
Xﬂ

Remarque : Les équivalents usuels sont au voisinage de 0 mais ils peuvent servir a calculer un équivalent en un point a
quelconque en considérant f(a+ h) avec h — 0.

Preuve. e limcosx=1donccosx ~ 1,
x—0 x—0
limchx=1doncchx ~ 1,
x— x—0
. . . 2
. _ 1-(1-2sin?(£ 2sin?(% sin(£
+ Soit x€R*, ona: =08 — > () _ 2(2)=% )gz)
X X X 5
1 x
donc: lim 1=cos) — 1 donc1-cos(x) ~ =,
-0 X x—0 2
. hn}) Smx = cos(0) = 1 (taux d’accroissement) donc sin x ~0
X— X—
lir% % =ch(0) = 1 (taux d’accroissement) donc sh x ~0 X,
X— X—



. hn%) @nx _ 4 tan?(0) = 1 (taux d’accroissement) donc tan x 0 X,
X— X—

o lim €=1 = ¢Y = 1 (taux d’accroissement) donc e* — 1 o X,
X— X—

e lim IH(IT”) = ﬁ =1 (taux d’accroissement) donc In(1 + x) ~ X,

x—0 X—

Arctanx _ % =1 (taux d’accroissement) donc Arctanx ~ x,
x—0 % 1+0 x—0

a_ .
. lin%) % =a(1+0)%! = ¢ (taux d’accroissement) donc (1 + x)% — 1 o ax.
X— X—

e lim

Remarque:
e Lerésultat (1+x)* ~ 1+ ax estvrai maisn’aaucun intérét car (1 + x)® o 1+ f(x) ol f est une fonction quelconque
X—

—

X
telle que lirr(l) fx)=0.
X—

e De facon plus général, quand on cherche un équivalent, on donnera une expression qui ne fait plus apparaitre de
somme mais uniquement un seul terme.

Proposition 10

Si P(x) = apx” + ap1xP* + ..+ agxavec p< qgeta, #0etag #0, alors:

P(x) ~ apx? et Px) ~ agx?
x—0 X—+00

Remarque : Pour une fonction polynomiale, le terme de plus haut degré est un équivalent en +oo et le terme de plus bas
degré est un équivalent en 0.

Preuve.

P(x 9 ap 9 ap g
(L + 0y Zkyker 1y Yy Zkokroy (k—p>o).
apx k=p+1 9P =0 g=pr1 9p

Ainsi, P(x) ~ apxP.
x—0

P(x) _q71 g _k—q _‘771 ay 1)‘7‘ a—k 1 _
“qxq_kgp%x +1_k§paq(x +1x:°oz qo e
Ainsi, P(x) ~ agx9. O
X—+00
> Exemple 1: Déterminer un équivalent simple de :
1. f(x)=In(v1+sinx)en x =0,
2. fx)= vVi+tanx—lenx=0,
3. f)=V1-vV1-x? enx:O,
4. f(x)=e“*~lenx=7,
5. fx)=vx—-1-lenx=2,
6. f(x)=In(x+ ) enx=0.
1.4 Equivalent et encadrement
Proposition 11
Sif<g<hetf(x) o h(x), alors :
g ~ f(0.
Preuve. Auvoisinage de a,ona:
e sif(x)>0alors1< %3 < ;’82 donc:
8x) 1' 8(x) 1< h(x) - h(x) _1‘
f fx) fx) fx
e sif(x)<Oalors1=> }gcg; > ;’83 donc:
ﬂ—l':l—@sl hx) _|h(x) ‘
fx) fx) f@ lfw
Dans tous les cas :
CC N
f) fo T
fx) g _
Or ;Lmu 1w = 1. Dongc, par théoreme d’encadrement : hm ) =1.Ainsi: g(x) f (x). O



1.5 Calcul de limites

Proposition 12

Soit [ e R*. Si )lcl_t}}lf(x) = [ alors f(x) x:al.

Preuve. On a hm f(x) =] donc hrn f(x) =1,dol f(x) a l. O

Proposition 13

Si f(x) a g(x) et )lci_tgg(x) =l e RU{£oo} alors )lcii]}zf(x) =1.

Preuve. On a, au voisinage de a, f(x) = ggg .g(x). Or hm f(x) =1let %i_l}}lg(x) =ldonc: %%f(x) =1 O

> Exemple 2: Calculer les limites suivantes :
. (1-eYsinx
1. lim ————,
x—0  x2+x3
ecos(\/1+x—1) P

2 lime— "€
x—0 x2
In((sin x)
3. lim 2(SIY7)

=5 (% - x)?

xInx
T L)

" x=+oo Inx

1.6 Equivalent et signe

Proposition 14

Si f(x) Za g(x) et si g est strictement négative (resp. strictement positive) au voisinage de a alors f est stricte-

ment négative (resp. strictement positive) au voisinage de a.

f)

Preuve. Supposons g strictement négative au voisinage de a. Comme hm f (x) 0
onadonc f(x) <0. O

=1> 0, alors, au voisinage de a, >0etcomme g(x) <0,

II Développements limités

Dans toute cette partie, n désignera un élément de N.

2.1 Définition

—4 Définition 2

On dit que f: I — K admet un développement limité a 'ordre n en a ssi il existe (ay,..., a,) € K1 tel que:

e sia€eR,
n

fo = Zak(x @k +o((x—a)"
7 k=0

e Sia=+oo,
aj

fx) = s —+0(i)

= k n
xX=a ;=0 X X

e Onnote DL, (a) 'ensemble des fonctions admettant un développement limité a I'ordre » en a.

Remarque : Si x — o0, J—lc — 0 donc un développement limité en +oo se rameéne a un développement limité en 0.

Dans toute la suite, on suppose que a est fini.



Formule 1

n
— = Y xF+o(x™
L N S =
= 1+x+x° 4+ +x"+0(x"

x—0
Preuve. O
Formule 2
1 < k_k
— = ) D) +o(x™
l+x x—0 k=0
= 1-x+x2+-+(=D"x"+0(x")
x—0

Preuve. O

Remarque : Les développements limités usuels sont donnés au voisinage de 0. Pour calculer le développement limité de f(x)
en x = a, on peut se ramener au développement limité de h — f(a+ h) en h=0.

2.2 Unicité et troncature

Proposition 15 : Unicité d'un DL }

Si f admet un développement limité a l'ordre n au voisinage de a, celui-ci est unique.

n n
De plus, si f(x) Za Z ap(x— a)k +o0 ((x - a)”) alors, la fonction polynomiale Py, : x — Z ap(x— a)k est appelée
= k=0
partie réguliere du développement limité de f a 'ordre n en a.

Preuve. O

—{ Proposition 16 : Troncature d’'un DL }

Soit f € DL,(a):

n
fx) = Zak(x—a)k+o((x—a)")
x—»akzo

alors pour tout p € [0,n], f € DLy(a) et:

p
f = Y aplx—a)*+olx-a)P).
x—»ak:O

Remarque:
o Latroncature sera utile afin de se ramener a des développements limités de méme ordre.
e En tronquant un développement limité a I'ordre 0, on a: f(x) ) +0(1). Donc )1615}1 f(x) = ap. Ainsi, si f est continue
ena, ap = f(a).

Preuve. O

2.3 Parité

—‘ Proposition 17

Soit f € DL, (0) :

f = Y apxF+o(x").
x—0 k=0

o si f est paire, alors: Vk < "T_l, i+ =0,
e si f estimpaire, alors: Vk < 3, api = 0.

Preuve. O



2.4 Dérivabilité

Proposition 18

f est dérivable en a si et seulement si f admet un développement limité a I'ordre 1 en a.
Ce développement limité est alors : f(x) = fl@+(x—a)f(a)+o((x— a)).

Preuve.

2.5 Formule de Taylor-Young

Proposition 19 : Formule de Taylor-Young }

Soient neNet f: I — K de classe C" sur I. Alors f € DLy (a) et:

n £k
[ = Y I k'(a) x-a)*+o(x—a).
k=0 K

Remarque : Cette formule sera prouvé dans la suite du chapitre. Elle permet d’obtenir les développements limités usuels.

—‘ Formule 3

n xk
X _ e n
e = Z = +o(x")
x—0 k=0
2 x3 x" "
= l+x+—+—+---+—+0(x")
x—0 n!
Preuve.
~— Formule 4.
n . x2k _—
Ccos X = (=D —— +o(x*"
x—0 ];) (Zk)!
2 4 2n
X X
= =g o (Elf et
x—0 2 24 2n)!
Preuve.
~— Formule5
» x2k+1 ons2
sinx = (=) —— + o(x“"")
*—0 ,;) 2k+1)!
x 2n+1
= x—_+...+(_1)n—+o(x2n+2)
x—0 6 @2n+1)!
Preuve.
~— Formule 6
n K
Q+x0* = 1+Za(a—l)...(a—k+1)ﬁ+0(x")
x—0 k=1 i
n

x? x "
1+ax+a(a—1)?+---+a(a—1)...(a—n+l)—'+0(x )
n!

Preuve.

> Exemple 3: Soit f: x— x°e*. Soit n € N, calculer £ (0).




2.6 Opérations sur les développements limités

—4 Proposition 20

Soient f,ge DL,(a) :

n n
f@ = ¥ arx-af+o(x-a)") et g(x)xfakzzobk(x—a)ho((x—a)").

—

k=0
Soient A, p €K, alors A f+ uge DL,(a) etona:

n

Af +ug) (0 =Y (Aag+pub)(x- a* +o((x—a)").

k=0
Preuve.
Formule 7
n x2k i
chx = — +o(x")
S0 &
2 4 2n
X X X
= 1+ + 4t +o(x*")
X—0 2 24 (2n)!
Preuve.
Formule 8
n x2k+1 S
shx = o(x”"*%)
¥—0 ,;) k+1)!
3 x2n+1
— x4+ = (x2n+2)
¥—0 6 2n+1)!
Preuve.

> Exemple 4: Calculer le développement limité des fonctions suivantes :
1. f:x~ sinxal’ordre 3 au voisinage de 7,

1
2. f:x— — alordre 2 au voisinage de 2.
VX

—4 Proposition 21

Soient f,ge DL,(a) :
L k & k
fx) xfakgbak(x—a) +o((x—a)™ et g xfakgbbk(x—a) +o((x—a)h).

Alors :
fg € DLy(a).

Posons cy, ..., con € K tel que :
n n 2n
(Z aka) (Z kak) = (Z Cka) .
k=0 k=0 k=0
Ona: .
fe = Y clx—a)*+o(x-a)").
X—a =0

Remarque : Le produit des parties régulieres est de degré 2n mais il est tronqué a l'ordre n.
Preuve.

> Exemple 5: Calculer le développement limité des fonctions suivantes :
1. f:x+— cos(x).ch(x) al'ordre 4 au voisinage de 0,



2.

f:x— Vv1+xIn(l+x)alordre 2 au voisinage de 0.

Méthode 1 : Réduction de 'ordre

Afin de réduire I'ordre des développements limités de f et g, on factorise par le terme dominant.
Si f(x) = xP(ag+...+0(x")) DLde falordre p+r
X

—

gl = x9(by+...+0(x")) DLdegalordre g+r
X—

alors, f(x)g(x) = xPt(ag+ ...+ 0(x"))(by +... + o(x")).
En effectuant, le produit, on obtient ainsi un DL de fg al’ordre p + g + r (ce qui est mieux que min(p +r, g + r)).

> Exemple 6: Calculer le développement limité des fonctions suivantes :

1.
2.

fix—(In(1+ x))2 al'ordre 4 au voisinage de 0,
f:x— ((chx—cosx)(shx—sin x))? alordre 11 au voisinage de 0.

Méthode 2 : DL de la composée

n
e Cas dela composée avec: x— x9.Si f(x) =0 Z akxk +o0(x™) (DL de f al’ordre n),
=% k=0
alors, par composition a droite :

n
fah = 3 apx® +o(x,
~0 k=0
on obtient donc un DL de x — f(x7) al’ordre gn.
e Si f et g admettent un DL a 'ordre n en 0 et si lil% g(x) =0, alors, pour obtenir une développement limité
X

de fogen0alordre n, il suffit de composer les parties réguliéres et de tronquer a I'ordre n le résultat
obtenu.

> Exemple 7: Calculer le développement limité des fonctions suivantes :

=W b=

f : x— Arctan (x*) al'ordre 8 au voisinage de 0,
f:x+— (cosx)* al'ordre 4 au voisinage de 0,

f:x—1\/1+Vv1+4sinx alordre 2 au voisinage de 0,

f :x+— cos(sinx) al’ordre 6 au voisinage de 0.
Méthode 3 : DL du quotient

e Si lin})g(x) #0, alors g(x) = ap+...+apx"+o(x") avecay #0.0Ona:
X— X—

@
g(x) x—0 ag+ ...+ apx™ +o(x™)
_ f® 1

x—0 ag  l+..+ Z—(’)’x”+0(x”)

1
an ..n n
ot X +o(x")

1
On utilise alorsle DL de u — o al’ordre n qui, en composant, donne le DL de x —
u

a l'ordre n. Puis avec le produit par le DL d’ordre n de f, on obtient le DL de g al'ordre n. 1l y a donc
conservation de I'ordre.
e Si lirr(l) g(x) =0, on utilise la factorisation par le terme dominant :
x—>

fx) = xP(ap+...+0(x")) DLde falordre p+r,
x—

gx) o x?(bp+...+0(x")) DLdegalordreg+r
x—>

avecag#0et by #0.0Ona:

fx) _ xPlag+...+0(x")
g(x) x—0 x9(bgy + ... + 0(x7))
_ ap+...+o(x")

x—0 bo+...+0(x")

On se ramene alors au point précédent pour obtenir un DL a 'ordre p — g + r du quotient. Lordre a donc
été modifié.



Formule 9

1
X+ §x3 + o(xs)

Preuve. O
o> Exemple 8: Calculer le développement limité des fonctions suivantes :
cosx | -
1. f:x— ———— al’ordre 3 au voisinage de 0,
1+sinx
2
2. fix— e al’ordre 3 au voisinage de 0,
e*-1-x _, ..
3. f:x— ———— alordre 2 au voisinage de 0.
In(1+ x)
2.7 Primitivation d'un développement limité
—4 Proposition 22
Soit f € C1(I). Si f' € DLy(a) :
n
! _ _ nk _\n
floo = kZ:Ouk(x )" +o((x-a)")
alors fe DL+ (a) etona:
f(x) = f(a)+ i &(x—a)k“ +0((x—a)"+1)
x—a oo k+1
Preuve. O

Remarque : On peut primitiver un développement limité mais pas le dériver.
f: R R
Par exemple, posons : 1+ x+x%sin six#0
- { 1 six=0.

. _ 2 VST * _ O | 1
Ona: f(x) o 1+ x+ o(x) donc f admet un développement limité a 'ordre 1 et Vx € R*, f'(x) = 1 +2xsin{ —cos +, donc f’

—

1
x

n’'a pas de limite en 0 donc n’a pas de développement limité en 0 a I’ordre 0.

—4 Formule 10

n xk
Inl+x) = Y DM +oi™
x—0 k=1 ) . k
X x"
TR Y (B ] (g Y0
x—0 2 3 n
Preuve.
—4 Formule 11
n xk
Inl-x) = =) —+o("
x—0 -1k
x2 x3 n
= —X————+-——+o0x"
0 2 3 n
—‘ Formule 12
n . x2k+1 A
Arctanx = - —— +o(x""
= kgo( ) S o )
2 2n+1
= X—=4-+(-D" +0(x*"*2)

x—0 3 2n+1

10




Preuve.

2
> Exemple 9: Calculer le développement limité de : x — [ \/1172 dt al'ordre 4 au voisinage de 0.

> Exemple 10: Calculer le développement limité de Arctan (x) al'ordre 3 au voisinage de 1.

\

Proposition 19 : Formule de Taylor-Young |

Soient neNet f: I — K de classe C" sur I. Alors f € DL, (a) et :

n £k
fx) = ka'(a)(x—a)k+o((x—a)").

Xx—a =0

Preuve.

III Applications des développements limités

3.1 Calculs d’équivalents et de limites

Méthode 4

Pour déterminer un équivalent de f, il faut trouver le premier terme non nul de son développement limité.
Sif(x) = Mx—a)*+o((x—a)" avec A #0, alors :
X—a

—

n
fx o AMx—a)".

Méthode 5

Pour calculer la limite d’'un quotient de fonctions tendant vers 0 : g avec )lcln’(ll fx)=0et )lcln}l g(x)=0:

¢ on cherche le premier terme non nul de chaque développement limité : f(x) Za AMx—a)"+o((x—a)" et
g(x) Za wx—a)™+o((x—a)™avec A, u #0,

e on en déduit des équivalents : f(x) i AMx—a)" et g(x) a wx-aym,

 on effectue le quotient d’équivalents (et pas de développements limités) :% a ﬁ(x —a)"m

¢ on en déduit la limite : lim 0 _ lim 4 x—a)y®m,
x—a8W)  x—ak

> Exemple 11: Calculer les limites suivantes :
1 1

lim —,
x—0sin?x %

I shx—2sh(2x) +sh (3x)
1im )
—=0In(l+x+2x2)+vV1I-2x—1-x2

lim(2* +3% — Sx)(2x+3x—z.5x)*1
x—0
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3.2 Position relative d'une courbe et de sa tangente

Méthode 6 : Position relative d'une courbe et de sa tangente

Lorsque f admet un DL al'ordre 1 en a, on sait que f est dérivable en a et la courbe représentative de f admet
une tangente en a.
Létude du signe de f(x) — f(a) — (x — a) f'(a) permet de préciser la position de la courbe représentative de la
fonction f par rapport a sa tangente.
Si:

fx) = f@+fl@x-a)+apx—a) +o((x—a)?) avec peN\{0,1} et a,eR"

alors :
f@O-f@-f@x-a ~ apx-aP.
Ainsi f(x) — f(a) - f'(a)(x — a) est du signe de a,,(x — a)P au voisinage de a :

e si p est pair, f(x)— f(a) — f'(a)(x — a) est de signe constant au voisinage de a. La courbe est localement
au-dessus ou en-dessous de sa tangente en a (suivant le signe de ap).

e si p estimpair, f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) change de signe en a. La courbe traverse sa tangente en a.

> Exemple 12: Etudier la tangente en 0 et la position relative de la courbe par rapport a sa tangente pour la fonction :

2
x—1+xe ™.

3.3 Détermination d’asymptotes

Définition 3

Soit f : I — R définie au voisinage de +oo. S'il existe (a, b) € R? tel que f(x) — (ax + b) tend vers 0 quand x tend
vers oo, on dit que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique en +oo d’équation y = ax + b.

Méthode 7 : Etude d'une asymptote oblique

Soit f: I — R telle que f(x) 7, Too

X—+00
Pour prouver I'existence éventuelle d'une asymptote oblique et étudier sa position relative par rapporta Cy, on
procede comme suit :

fx

¢ On effectue un développement limité au voisinage de +oo de x — ——.
x
Supposons que :

fx) a  Ap
—_— = aqyt+—+—+o0
X X—+oo X xP

1
x_l’) avec peN\{0,1} et ap#0

a
e Alors f(x) = a0x+a1+—p+o
X o0

=y xP-1 xP-1

1
—) La courbe admet alors la droite d’équation y = agx + a; pour

asymptote oblique en +oo.
a
p
De plus, - = ~ —.
e Deplus, f(x)—apx—ay r—roo TP1

a
Ainsi, f(x) —apx — a; est du signe de % au voisinage de +oo.
5

> Exemple 13: Etudier les éventuelles asymptotes a la courbe représentative de la fonction :

3 —
x— Vx3+1e VX,

3.4 Extremum
Méthode 8 : Etude d’'un extremum

Supposons que f(x) Za f@+a,(x-aP +o((x—a)’) avec peN* et a,eR"
- ~ —a)P
Alors f(x) - f(a) a ap(x—a)P.
* si p est pair, f(x)— f(a) est de signe constant au voisinage de a. La courbe admet un extremum local en a.
e si p est impair, f(x) — f(a) change de signe au voisinage de a. La courbe n'admet pas
d’extremum local en a.
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—4 Proposition 23

Soit f € C2(I). Soit a€ I tel que f'(a) =0 et f"(a) #0.

D’apres la formule de Taylor-Young : f(x) — f(x) a # (x— a)?. Donc:

e si f”(a) <0 alors f admet un maximum local en a,
e si f”(a) >0 alors f admet un minimum local en a.

> Exemple 14: Soit f: x — sh(x)sin(x). f admet-elle un extremum local en 0?

IV Relations de comparaison : cas de suites

4.1 Définitions et propriétés

—4 Définition 4

Soient (u,) et (v,) deux suites. On suppose que la suite (v,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang np.
On dit que :

Up

e (u,) estdominée par (v,) si et seulement si ( ) est bornée.
n=ng

Un
On note alors : u,, = O(vy).
¢ (uy) est négligeable devant (v,) (ou que (v,) est prépondérante devant la suite (u,) ) si et seulement si
.u
lim =2 = 0.
Un
On note alors u; = o(vy).
u
o (Un)nen est équivalente a (v,) zen, €t ON NOtE Uy, ~ vy, si et seulement si lim L =1.

Un
On note alors u; ~ vy.

—4 Proposition 24

Soient (u,), (v,) deux suites telles que (v,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang ny.
e Siu,=o0(v,) alors u, = O(v,).
e Siu, ~v,alors u, = 0(v,) et v, = O(uy)

e U, ~ vy sietseulementsi u, — v, =o(vy,)

—‘ Proposition 25

Soient (i), (v,) et (wy,) trois suites telles que (v,) et (w,) ne s’annulent pas a partir d'un certain rang.
e Siu,=0(v,) etv, =0(wy,),alors u, = O(w,).
e Siu,=o0(v,) et v, =o0(wy), alors u, = o(wy).
o Siu,~v,etv,~wy,, alorsu, ~w,.

—4 Proposition 26

Soient (u,), (v,), (wy) des suites telles que (w;) ne s’annule pas a partir d'un certain rang.
e Siu, =0(wy) et v, = O(wy), alors uy, + v, = O(wy).
o Siu,=o(wy,) et v, =o(wy), alors u, + v, = o(wy).

A A/ Onnesomme pas les équivalents. /A /N /A

—4 Proposition 27

Soient (1), (v,) des suites telles que (v,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang. Soit A € R.
e Siu,=0(vy,) alors Au, = O(vy,) .
e Siu,=o0(vy,) alors Au, = o(vy,).
e Siu,~vy,alors Au, ~ Avy,.
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—4 Proposition 28

Soient (uy), (v,), (wy) et (t,) quatre suites telles que (w;,) et (¢,) ne s'annulent pas a partir d'un certain rang.
e Siu,=0(w,)etv,=0(t,),alors u,v, = O(w,t,).
e Siu,=o0(wy,)etv, =o(t,),alors u,v, =o(w,t,).

o Siu,~wy,etv, ~ty, alors u,v, ~wyt,.

—4 Proposition 29

Soient (u,), (v,) des suites telles que (v,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang. Soit @ € R. Si de plus, (u%) et
(v%) sont bien définies.
Si uy, ~ vy, alors u% ~ v,

> Exemple 15: Trouver une suite simple équivalente a :
1. up=vVn¢+n+1-/n,
1- cos(%)

2. Up= )
el/n? _1

4.2 Equivalent et encadrement

Proposition 30

Soient (u,), (v,), (wy) des suites telles que (w,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang. Si: Vo eN, u, < v, <
wy, et u, ~ wy, alors :
Up ~ Up.

n
1
> Exemple 16: Onpose:VneN*, u,=) —.
" EVE
. * 1 _ _1
1. Montrerque.VkEN,zmsvk+ \/ESZ\/E'

2. Montrerque: VrneN*, 2(vVr+1-1)<u,<2(vn+1- %).
3. En déduire un équivalent de (uy,).

4.3 Equivalents et limites

Proposition 31

Soit (u;,) une suite et [ € R*. Si nhIP u, =lalors u, ~ I.
—+00

Proposition 32

Soit (uy), (v,) des suites telles que (v,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang.
Siu, ~vyet lim v,=1l€RuU{too}alors lim wu,=1.
n—+oo n—+oo

o> Exemple 17: Calculer:

nlirilw(\/n+ vVn2+1l- \/n+ vV n2-1).

4.4 Equivalents et signe

Proposition 33

Soient (u,) et (v,) deux suites avec (v,) ne s’annulant pas a partir d'un certain rang.
Si u, ~ vy etsi (uy) est strictement négative (resp. strictement positive) a partir d'un certain rang alors (v;) est
strictement négative (resp. strictement positive) a partir d'un certain rang.
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V Problemes d’analyse asymptotique

Méthode 9 : Développement limité d’une bijection réciproque

Pour calculer le développement limité de f~! al'ordre n:
e Onjustifie 'existence du développement limité de f~! avec la formule de Taylor-Young.

e On écrit le développement limité avec des coefficients indéterminés en utilisant, si c’est le cas, un argu-
ment d'imparité afin de réduire le nombre de coefficients.

e On calcule le développement limité de f al’ordre n.
e On calcule, par composition, le développement limité de fo f~! al'ordre n.

o On utilise la relation fo f~!(x) = x et I'unicité du développement pour en déduire une relation sur les
coefficients indéterminés.

e On calcule les coefficients.

> Exemple 18: Montrer que sh est bijective de R vers R et déterminer le développement limité de sh™! en 0 a 'ordre 4.

Méthode 10 : Développement asymptotique d’une suite

On considére une suite qui peut étre définie par récurrence, de facon implicite, par une intégrale,...
e On cherche un équivalent en utilisant ou bien une limite, ou bien un encadrement.

o Dans le cas d'une suite d’intégrales, on cherche une relation entre les termes en effectuant une intégration
par parties. Dans les autres cas, la relation est la définition de la suite.

¢ Oninjecte le développement obtenu par I'équivalent dans la relation.
¢ On obtient un nouveau développement.
¢ Onréitere.

> Exemple 19: Onpose:uyy=0etVneN, iy = \/m
1. Montrerque:VneN,n—-1<u,<n.
2. Endéduire: u,, = n+ o(n).
3. Endéduire: u,, =n- % +o(1).

sduire : u, = n— L — 3 1
4. Endéduire: up,=n—3— 5 +0(5).

o> Exemple 20: 1. Soit n € N, montrer que 1'équation x + ¢/x = n admet une unique solution x, € R.
2. Montrer que: x, = n+ o(n).
3. Endéduire: x, = n— V/n+o(V/n).

sduire : x., = n— 3 1 L
4. Endéduire: x, =n \/ﬁ+3%+0(+ %).

1 a
> Exemple 21: Onpose:VneN, Inzf al .
o 1+x"

1. Montrer quelim/, =1.

2. Montrer que I, =1- 22+ o(1).
> Exemple 22: 1. Montrer que pour tout 7 € N, 'équation tan x = x admet une unique solution dans | —Z+nm, 5+ nzu|
que I'on notera xj,.
On définit ainsi une suite (x5) ;0.
2. (a) Montrer que: x, ~ nw
(b) Montrer que : X, — nm— 75 ~ —%
3. Montrer que:
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