Chapitre 17 : Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre K désignera R ou C.

I Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

1.1 Structure de K espace vectoriel

—4 Définition 1

Soit E un ensemble muni :
e d’une addition notée +, c’est a dire une application :

ExE — E
x,y) — x+y

¢ d’'une multiplication externe notée ., aussi appelée multiplication par un scalaire, c’est a dire une applica-

tion :
KxE — E

Ay — Ay

On dit que (E, +,.) est un K-espace vectoriel ssi :
o L'addition de E possede les propriétés suivantes :
* V(x,y,2) € E3 (x+ yV)+z=x+(y+2z) (associativité)
On pourra ainsi écrire x + y + z.
* Jee E,ZVxeE, x+e=e+x=xXx.
Un tel e est unique et on le note généralement Og.
*VxeE X' eE x+x' =x"+x=0g.
Un tel x’ est unique. On I'appelle opposé de x et on le note —x. On a ainsi : x + (—x) = (—x) + x = 0.
*Y(x,y) € E? x+ y=y+x (commutativité).
¢ La multiplication par un scalaire vérifie :
* Y, e K2, Vx€E, A+p.x=Ax+p.x.
* VAeK,V(x,y) € B2, A(x+)) = A.x+A.y.
* V(A weK? VxeE, A (u.x) = (Aw).x.

*VxeE l.x=x.
Les éléments de E sont appelés les vecteurs et les éléments de K sont appelés les scalaires.

Proposition 1

e Soit (L, x)eEKxE,ona:l.x=0 <= A=0o0ux=0;g.
e Soit(M,x)eKxE,ona:(-A).x=A.(-x) = —-(A.x).

Preuve.

—4 Proposition 2

Soient n, p € N*.
o K" est un K-espace vectoriel,
¢ KI[X] est un K-espace vectoriel,
e My, ,»(K) est un K-espace vectoriel.

Preuve.

Remarque:
¢ C estun R-espace vectoriel et un C-espace vectoriel.
* R estun R-espace vectoriel et mais n’est pas un C-espace vectoriel.



Proposition 3

Soit A un ensemble non vide, soit E un [K-espace vectoriel. Lensemble F (A, E) des fonctions de A dans E est un
K-espace vectoriel.

Preuve.

—‘ Corollaire 1

Soit A une partie non vide de R.
o F(AK) estun K-espace vectoriel,
o KN estun [K-espace vectoriel.

—4 Définition 2

Soit E un K-espace vectoriel. Soit (xx) ke, ») une famille de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire de la
famille (xg) keq, ) tout vecteur de la forme :

n
Z A’kxk’
k=1

avec 11,..., A, € K.

1.2

Sous-espaces vectoriels

—4 Définition 3

Soit E un K-espace vectoriel. On dit que F c E est un sous-espace vectoriel de E ssi
e F#£9
e Vx,yeF,x+y€eF
e VAeK,VxeF,A.xeF

—‘ Proposition 4

Soit un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors (F, +,) est un K espace vectoriel.

Preuve.

Proposition 5

Soit E un K-espace vectoriel. Un ensemble F c E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
s F#£9
e VA uek, Vx,ye FE A.x+uyeF

Remarque : Un sous-espace vectoriel est stable par combinaisons linéaires.

Preuve.

Corollaire 2

Soit E un K-espace vectoriel. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors :

n
VX1,...,xp € EVYAL ..., An €K, D Agxx € F
k=1

Remarque:

o Eet{0g} sont des sous-espaces vectoriels de E.
e On a déjarencontré des sous-espaces vectoriels :

- C°(I) est un sous-espace vectoriel de F (I, R).
— C™(I) est un sous-espace vectoriel de F (I, R).




- K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

—‘ Proposition 6

Soit E un K-espace vectoriel tel que E # {0g}. Soit x € E \ {Og}. Posons :
F= {/1)60,/1 e K}.

Alors F est un sous-espace vectoriel de E. On dit que F est une droite vectorielle.

Preuve.

> Exemple 1:
Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels?

E=1{(x,y,2) R, x—2y+2z=0}
E={(x,,2) eR3, x-2y+z=1}
E={(x,y,2) €R3 xy+2z=0}
E={(x,x,x), xe R}
E={PeK[X], P'(2) = 0}

E={fe FRR),lim,q f =0}

@ e wh

1.3 Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition 7

Soit E un K-espace vectoriel. Soit (F;) ;e; une famille non vide de sous-espaces vectoriels de E. Alors [ F; est un
iel
sous-espace vectoriel de E.

Preuve.

Définition 4

Soit E un K-espace vectoriel et soit F = (xg)keq1,,) Une famille de vecteurs de E. Lintersection de tous les sous-
espaces vectoriels de E contenant F est un sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel engendré
par F et noté Vect (F) ou Vect (x1,...,Xp).

—‘ Proposition 8

Soit E un K-espace vectoriel et soit F = (xi) kef1,) une famille de vecteurs de E.
¢ Si F est un sous-espace vectoriel de E tel que : Yk € [1, n], xi € F, alors :

Vect (x1,...,x,) € F.

e Vect(xy,...,x,) est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-espace vectoriel contenant la famille
(XK ke, ny-

Preuve.

—‘ Proposition 9

Soit E un [K-espace vectoriel et et soit F = (xg)keq1,,) une famille de vecteurs de E. Alors Vect (F) est I’ensemble
des combinaisons linéaires de F :

n
Vect (F) ={Z AeXk /11,...,/1n€K}.
k=1

Preuve.



Remarque:
e Siu#0g, Vect(u) = {Au, A € K} donc I'espace vectoriel engendré par le vecteur u est une droite vectorielle.
e On a déjarencontré des sous-espaces vectoriels engendrés :
- K,[X]=Vect(L,X,...,X™
- Lensemble Sy es solutions de y' + a(x)y = 0 est Sy = Vect (f) oit f : x — e~ 4%,
> Exemple 2:
1. Onpose: E= R3, u=(1,0,—1) et v = (0,1,—1). Déterminer Vect (&, v).
2. Onpose: E={(x,),2) € R3, x+ 2y — z = 0}. Ecrire E sous forme d'un sous-espace vectoriel engendré.
3. Onpose:E ={(x,),2,t) € R}, x+y+z+t=0et x—y+z—t = 0}. Ecrire E sous forme d’un sous-espace vectoriel engendré.

Proposition 10

Soit E un K-espace vectoriel et soit F = (xi) ke1,,; Une famille de vecteurs de E. Soit G = (xx) xe; une sous-famille
de F, c’est-a-dire telle que : I < [1, ], alors :

Vect (G) c Vect (F).

Preuve. O

Proposition 11

Soit E un K-espace vectoriel et soit F = (xi) kep1, ) une famille de vecteurs de E.
Si x € Vect (x3,..., x,), alors Vect (x3,..., X, x) = Vect (x1,..., X,).

Preuve. O

1.4 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, on appelle somme de F et G
et on note F + G I'ensemble :

F+G={x1+x, x1€E x2€G}l={x€E,A(x1,x2) € Fx G, x = X1 + X2}.

Proposition 12

Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F+ G est un sous-espace
vectoriel de E.

Preuve. O

Proposition 13

Soit E un [K-espace vectoriel. Soient F = (xi) kef1,n] €t G = (Vi) ke, p) des familles de vecteurs de E. On a:

Vect(xy, ..., X,) + Vect(y1,..., yp) = Vect(xy,..., Xn, Y1,.--, Yp)-

1.5 Somme directe de deux sous-espaces vectoriels, sous-espaces supplémentaires

Définition 6

Soit Eun K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
On dit que la somme F + G est directe si et seulement si FN G = {0g}. Onnote alors F+G=F & G.




Proposition 14

Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
La somme F + G est directe si et seulement si :

VxeF+G,3l(x1,x2) € FxG, x=x1+ Xo.

Remarque : La somme directe correspond a l'unicité de la décomposition.
Preuve. O

—4 Définition 7

Soit E un [K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires
dans E ssi:

E=Fa&QgG,
c’est -a-dire ssi:
E=F+GetFnG={0g}
c’est -a-dire ssi:
VxeE,(x1,x2) € FxG, x=Xx1+ Xo.

> Exemple 3:
e Posons E=R2, u=(1,0), F = Vect(u), v = (x, y) avec y # 0 et G = Vect (v). Montrer que :

E=FeaG.

On a montré que F admet une infinité de supplémentaires, il n'y a donc pas unicité du supplémentaire.
 Posons E=R3, F={(x,y,2) €R3, x+ y—z =0} et G = Vect (u) avec u = (1,1,1). Montrer que :

E=FeG.
e Posons E=F(R,R), F={f e F(R,R), f(0)=0} et G={f € F(R,R), I € R, f = A}. Montrer que :
E=FeG.

o> Exemple 4:

Soit E un [K-espace vectoriel, soient A et B des sous-espaces vectoriels de E, soit C un supplémentaire de An B dans B, c’est-
a-dire tel que (AnB)& C = B.

Montrer que A et C sont supplémentaires dans A+ B.

II Familles finies de vecteurs

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul et E un K-espace vectoriel.

2.1 Famille libre, famille liée

—4 Définition 8

Soit x1, ..., X;; des éléments de E.

¢ On dit que la famille (x1,...,x;) estliée ssi :

n
A,..., An) €K"V(O,...,00}, ) A;x; =0.
i=1

e Ondit que (x1,...,X,) estlibre de E ssi elle n’est pas liée c’est-a-dire ssi :

n
VAL An€K, (Y Aixi=0 = VielLnl, A;=0).
i=1

Si (x1,...,xy) estlibre, on dit que les vecteurs x;,..., x, sont linéairement indépendants.

Remarque:
* (x1,x) estlibre ssi x; et x» ne sont pas colinéaires.



e (x1,Xx2,x3) estlibre ssi x7, x» et x3 ne sont pas coplanaires.
o L'argument "les fonctions cos et sin ne sont pas proportionnelles" est un argument de liberté.

> Exemple 5:

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ?

e Dans E = Rsr X1 = (1)0) 1), X2 = (110)_1), X3 = (01 ].,O),
e Dans E=R3, x; =(1,0,1), x2 = (1,1,1), x3 = (0, 1,0),
e Dans E=FR,R), fi:x—1, L:x— X, f3:x—sinx.

—4 Proposition 15

e Une famille a un vecteur (x) est libre si et seulement si x # Og.
e Si(x1,...,xp) estlibre, alors: Vi # j, x; # x;.
Soit p < n.
e Si(xy,...,Xy,) estlibre alors (x1,..., Xp) estlibre.
e Si(xy,..., Xp) estliée alors (x1, ..., X,,) est liée.

Preuve.

Proposition 16

Soit (x1, ..., X;) une famille d’éléments de E. (x,..., x) est liée ssi 'un des vecteurs x; s’exprime comme combi-
naison linéaire des autres.

Preuve.

—4 Théoréme 1

Soit (x1, ..., X;) une famille libre d’éléments de E
Soit x € E tel que la famille (x, xy, ..., x;,) soit liée. Alors :

n
Ny, endp) €K x =) Aix;
i=1

1

Preuve.

—‘ Définition 9

On dit que la famille (Py, ..., P,) de polyndmes de K[X] est de degrés échelonnés ssi deg(Pp) < --- < deg(Pp,).

—‘ Proposition 17

Toute famille finie de polynémes non nuls et de degrés échelonnés est libre.
Plus généralement, toute famille finie de polyndmes non nuls de degrés deux a deux distincts est libre.

Preuve.

2.2 Famille génératrice d’'un sous-espace vectoriel

—4 Définition 10

Une famille (x1, x, ..., X;;) de vecteurs de E est dite génératrice de E ssi :
Vect (x1, X2,...,X;) = E.

Autrement dit, (x, ..., x,) est génératrice de E ssi :

n
VxeE A, .o An €K, x= ) Aix;.

i=1

> Exemple 6:

1. Posons E=R3, x; =(1,1,-1), x2 = (1,-1,1), x3 = (—=1,1,1). Montrer que la famille (x7, x2, x3) est génératrice de R3.
2. Posons E =R [X], P; = X, P = X +1 et P3 = X — 1. Montrer que la famille (P}, P,, P3) est génératrice de E.



2.3 Bases

Définition 11

Une famille d'un K-espace vectoriel E est une base de E ssi la famille est libre et génératrice de E.

> Exemple 7:
1. On reprend l'exemple précédent : posons E = R3 x;=(1,1,-1), x2 = (1,-1,1), x3 = (-1,1,1). Montrer que la famille
(x1, X2, X3) est une base de R3.
2. Posons E = {(x,y,2) € R3, x— ¥+ z =0}. Déterminer une base de E.
3. Posons E = {P € Ry[X], P'(0) = 0}. Déterminer une base de E.

Théoréme 2

Une famille (ey, ..., ;) d'un K espace vectoriel E est une base de E ssi :

n
Vx€E, Ay, ... Ap) K", x=) Ase;.

i=1

Preuve. O

—‘ Définition 12

Soient E un K-espace vectoriel et B = (ey, ..., e;) une base de E. On appelle coordonnées de x dans la base B

n
I'unique n-uplet (11,...,A1,) e K" telque x = Y A;e;.
i=1

—‘ Proposition 18

e Dans K", on pose:
e; =(1,0,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1).

La famille (ey,..., e,) est une base de K" appelée base canonique de K".
e Lafamille (1, X,...,X™) est une base de K, [X] appelée base canonique de K, [X] .
e Dans Mn,,,([K.), pour (i, j) € [1,n] x [1, pl, on note E; j la matrice élémentaire d’indice (i, j), c’est-a-dire la

matrice n’ayant que des 0, sauf un 1 en position (i, j).
La famille (E; j)1<i<n1<j<p €St une base de M, ,(K) appelée base canonique de M, , (K).

_____

Preuve. O

2.4 Bases et espaces supplémentaires

Proposition 19

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Soient (f1,..., fp) une famille de F et (g1,..., g4)une famille de G.

Si(f1,..., fp) et(g1,...,8q) sont des bases respectivement de F et G et si F et G sont supplémentaires dans E alors
(f1s---s fp,81,...,84¢) estune base de E, appelée base adaptée a la somme directe E=F & G.

Preuve. O

III Espaces vectoriels de dimension finie

3.1 Dimension d’'un espace vectoriel

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel E est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.




Proposition 20

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit G = (x;);e1,,; une famille génératrice finie de E.
Si £ = (x1)iej, avec J < [1,n], est une sous-famille libre de G, alors il existe I tel que J c I c [1,n] et tel que
B = (x;) ;e soit une base de E.

Preuve.
Notons :
A={Card(]),J cIc[1,n] et (x;);eg libre }.

La partie A de N est non vide (car contient Card(J) et elle est majorée par n, elle admet donc un maximum p.

. On considére le maximum, car on ne s'intéresse qu'aux familles libres dans la définition de A, il faut donc en chercher une de cardinal
maximum pour espérer qu’elle soit génératrice.

Soit I un ensemble tel que J < I < [1, ], (x;) ;¢ libre et Card (1) = p.

. Un tel ensemble existe car le maximum est atteint.

Montrons que B = (x;) ;¢ est une base de E.

Par définition B3 est libre.

Montrons que 3 est génératrice de E.

% On sait que (x;) jeq1,n] st génératrice de E, donc ce n'est pas la peine de partir d’'un vecteurs quelconque de E, on peut partir d'un des x;.
De plus, sii € I, x; est déja dans B donc ce nest pas la peine de traiter ce cas.

Soit ke [1,n]\ 1.

Comme p = max A4, alors la famille (x) U (x;) ey estliée.

. Elle est liée car de cardinal p +1 > p.

Or, comme (x;) ;¢ estlibre, il existe (1;) ;¢ famille de K telle que :

Xk = Z /ll-xi.
iel
& Clest le théoreme 1.
Ainsi : x € Vect(x;)jer.
De plus, si k € I, alors x. € Vect(x;);e; Donc:
Vect (xg) keq1,n) < Vect (x;)jer-

Or Vect (xg) keq1,n) = E car G est une famille génératrice de E. Donc :
Vect(x,-),-el =E.

Ainsi B est une famille génératrice de E.
Donc B est une base de E.

Corollaire 3

Tout K-espace vectoriel E de dimension finie non réduit a {0} admet au moins une base.

Notation : Soit F = (ey, ..., e;) une famille finie d’éléments de E.
Le nombre de vecteurs (distincts ou non) de F est appelé le cardinal de F et est noté Card (). On a donc:

Card (F) = n.

Proposition 21 : Lemme de Steinitz }

Dans un K-espace vectoriel E engendré par n vecteurs, toute famille de n + 1 vecteurs est liée.

Preuve. Soit (ey, ..., e,) une famille génératrice de E.
Soit (x;) jeq1,n+1] une famille de 2+ 1 vecteurs de E.

n
Pour tout j € [1,n+1], on pose x; = Z ai je;.
i=1
S On peut le faire car (ey, ..., en) une famille génératrice de E. On utilise une double indexation car les scalaires dépendent du vecteur que
l'on décompose.

Soit (A1, ..o Ans1) €K™ lona:

n+l1 n+l n
/ljxj:OE@ Zﬂ,] a,-'jei ZOE
=1 i=1

j j=1



. On cherche des informations pour obtenir une combinaison linéaire nulle.

Or,
n+1
Z A] al,j =0
el j=1 Arayy +A2a12 +-+ Apt1a1,0+41 =0
Viell,n], 'Zlﬂjai'jzo{:) : = : (S)
/= ntl Arany +A2an2+ -+ Ant1an,n+1=0
Y Ajap,;=0
2 Ajan,j
j=1
(S) estun systeme homogeéne a n équations et n+1 inconnues. Ainsi, il admet une infinité de solutions donc au moins une non nulle. Ainsi,
n+1
Z /lj ay,j= 0
j=1
il existe (A1,..., Ans1) € KP1NV{(0,..., 00} tel que : : ,
n+1
Z /lj ap,j = 0
Jj=1
n+1 n+1
donc tel que: Vi € [1, n], ‘21 Aj“i,j =0, donc tel que : Zl ij]- =0.
J= J=
Ainsi la famille (x,..., x;+1) est liée. a

—4 Corollaire 4

Soit E un K-espace vectoriel admettant une famille génératrice constituée de n vecteurs. Alors :
o Toute famille libre de E admet au plus n éléments.
» Toute famille d’au moins 7 + 1 éléments est liée.

—‘ Théoréeme 3

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont méme nombre d’éléments.

Preuve. O

Définition 14

» Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0}. On appelle dimension de E et on note
dim (E) le nombre d’éléments de chacune de ses bases.

e Si E = {0}, on pose par convention dim (E) = 0.

Remarque : Lespace réduit a 0 n’admet pas de base mais il admet une dimension qui est 0.

> Exemple 8:
Calculer la dimension des espaces suivants :
1. E={(x,y,2) €R3,2x—y+2z=0},
2. E={(x,2x,3x), xR},
3. E=Vect(fi, f2),
4. E={(x,y)€ C3,2x= ¥}, on traitera le cas ou E est un C-espace vectoriel et celui ot E est un R-espace vectoriel.

Remarque : On a déja vu la dimension des espaces suivants :
o Lensemble des solutions de y' + a(x)y = 0 est Vect (x — e~ 4™ il est de dimension 1.
» Lensemble des solutions de ay” + by’ + cy = 0 est Vect (u, v), avec :
- u:x—e"¥etv:x— e?*sib?>—4ac#0dans Cou b?*—4ac>0dans R.
—u:x—e*etv:x— xe*sib*—4ac=0.
- u:x— e“cos(Bx) et v:x— e**sin(Bx) si b?> —4ac < 0 dans R.
Dans tous les cas, il est de dimension 2.
» Lensemble des suites telles que : Vr €N, u,42 = auy+q + buy, est Vect ((vy), (wy)), avec :
- VYneN,u,=rl'etv,=rlsia*—4b#0.
- VneN u,=r"etv,=nr"sia®—4b=0.
Dans tous les cas, il est de dimension 2.

Théoréeme 4

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0}. Soit £ une famille libre de E, soit G une famille
génératrice de E.
Alors, on peut compléter £ par des éléments de G pour obtenir une base de E.




Preuve.

Corollaire 5 : Théoreme de la base incompléte }

Soit E un K espace vectoriel de dimension n € N*.

Soit (x1,...,Xp), p < nune famille libre de E. Alors, il existe xp+1,..., X, € E tels que (x1, ..., X,) soit une base de E.

Preuve.

\

Corollaire 6 : Théoréme de la base extraite |

Soit E un K espace vectoriel de dimension n € N*.

Soit (x1,...,Xp), p = n une famille génératrice de E. Alors, il existe I < [1, p] tels que (x;);e; soit une base de E.

Preuve.

—4 Corollaire 7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7. Alors :
o Toute famille libre de E admet au plus n éléments.
o Toute famille de E ayant au moins 7 + 1 éléments est liée.
o Toute famille génératrice de E admet au moins n éléments.

Preuve.

3.2 Exemples

Proposition 22

e dim(K™")=n
o dim(K,[X])=n+1
4 dim(Mn,p(K)) =np

Preuve.

Corollaire 8

K[X] et F(R,R) sont de dimension infinie.

Preuve.

3.3 Caractérisation des bases

—‘ Proposition 23

vantes sont équivalentes :
o Festlibre.
o F estgénératrice de E.
e F estune base de E.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et F une famille formée de n éléments. Les propriétés sui-

Preuve.

Corollaire 9

Dans le K-espace vectoriel K,[X], soient n + 1 polynémes Py, Py, ..

deg(Py) = k. Alors la famille (Py, ..., P;) forme une base de K ,[X].

., Py tels que pour tout k € [0, 7], on ait

Preuve.

> Exemple 9: Posons:VkeN, P, = (X + k)k.
Montrer que la famille (Pi)eqo, ) st une base de R, [X] et de C,,[X].

10




3.4 Rangd’une famille finie de vecteurs

—‘ Définition 15

Soit F est une famille finie de vecteurs de E, on appelle rang de F et on note rg(F) la dimension de Vect (F) :

rg (F) = dim (Vect (F)).

—4 Proposition 24

Soient F et ' des familles finies de E.
FcF =>rgF<rgF.

Preuve. O

Proposition 25

Soit E un K-espace vectoriel dimension finie n. Soit (ey, ..., ep) une famille d’éléments de E. On a :
 rg(ey,...,ep) =min(n, p).
o Lafamille (ey,..., ep) estlibre si et seulement sirg(ey,...,ep) = p.

Preuve. O

Remarque : En pratique, pour faire une calcul de rang, on élimine les vecteurs qui sont combinaisons linéaires des autres
vecteurs jusqu’a se ramener a une famille libre.

> Exemple 10:
Calculer le rang des familles suivantes :

1. x1=(1,0,1), x=(1,-1,2), x3=(-1,2,-3),
2. x1=(1,0,1),x=(1,1,3),x3=(0,1,2), x4 = (1,2,4).

IV Sous-espaces d'un espace vectoriel de dimension finie

4.1 Dimension

Proposition 26

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E. Alors
¢ F est de dimension finie et dim (F) < dim (E)

e dimE =dimF sietseulementsi F =E.

Preuve.
¢ Notons n=dimE eN.
Si F = {0} alors dim F = 0 et le résultat est immédiat.
On suppose dans toute la suite F # {0} et a fortiori E # {0g}.
Comme F # {0g}, il existe x; € F\{0g}. (x1) est alors une famille libre de F.
% On ne sait pas que F est de dimension finie, cela fait partie de ce que l'on peut prouver, on ne peut donc pas considérer de famille
génératrice de F. On considere donc une famille libre.
On pose
A={Card L, L estune famille libre de F}

A est une partie non vide (1 € A car (x1) est une famille libre de F) et majorée par 7. En effet, toute famille libre de F est une famille
libre de E donc a au plus n vecteurs.

Ainsi, A admet un plus grand élément p < n.

% On cherche une famille libre la plus "grande" possible de fagon a obtenir une base.

Considérons F = (ey, ..., ep) une famille libre de p vecteurs de F. Montrons que F est génératrice de F.

Soit x € F. La famille (e, ..., ep, x) est une famille de p + 1 vecteurs de F donc cette famille est liée (par définition de p).

. Car p est le maximum.

Ainsi, il existe A1, ..., Ap, A € K non tous nuls tels que :

Adrer +...+Apep + Ax =0g.

11



& Il faut maintenant isoler x, on a donc envie de diviser par A.

SiA=0,alors A€ +... + Apep = 0 donc pour tout i € [1, pl, A; = 0 car la famille (ey, ..., ep) est libre. Ceci contredit le fait que les

scalaires sont non tous nuls.
Ainsi, A #0.
Donc:
-1
x=) ——e;eVect(er,..,ep).
i=1 A
Ainsi (e, ..., ep) est génératrice de F.
Comme (ey, ..., ep) est libre, c’est une base de F.
Ainsi, F est un espace vectoriel de dimension finie et dimF = p < n =dim E.
e Si F=E,onaclairementdimE =dimF.
o Supposons dimE = dim F = n. Soit B = (e, ..., e;) une base de F.
Alors B est une famille libre de n vecteurs de E (puisque F c E), et c’est donc une base de E.
Ainsi, F =Vect(ey,...,e,) =E.

4.2 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Théoréeme 5

Tout sous espace vectoriel F d'un espace vectoriel E de dimension finie admet au moins un supplémentaire.

Preuve.

Proposition 27

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un K espace vectoriel quelconque E tels que
F + G soit directe. Alors dim (F @ G) = dim (F) + dim (G).

Preuve.

Proposition 28 : Formule de Grassmann }

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un K-espace vectoriel quelconque E . Alors
dim (F + G) =dim (F) + dim (G) —dim (F N G).

Preuve.

—4 Proposition 29

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous espaces vectoriels de E. Alors, les propositions
suivantes sont équivalentes :

i) E=FeG
(i) FnG={0}etdimE =dimF +dimG
(iii) F+G=EetdimE =dimF+dimG

Preuve.

> Exemple 11: Posons F = {P e Ry[X], P(2) =0} et G = Ro[X]. Montrer que :

FoG=Ry[X].
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