Chapitre 18 : Intégration

Sauf mention contraire, a et b désigneront deux réels tels que a < b.

I Fonctions en escalier

1.1 Subdivision d'un segment

—‘ Définition 1

e On appelle subdivision o d'un segment [a, b] toute famille o = (cy, cy,...,c,) de nombres réels tels que

co=a,cp,=bet:Vie[l,n], ci_1 <c;, cest-a-dire :

a=cy<cy<---<cp=>h.
o On appelle pas de la subdivision o I'écart maximal entre deux points consécutifs de la subdivision :

max (Cj+1—Cj).
0<j=<n-1

e On appelle subdivision réguliere de [a, b] la subdivision définie par :

b—
Vje IIO,n]],cj:a+jT.

Ilustration :

Ch-1p= Cp

Subdivision quelconque

Subdivision réguliere

b-a b-a
Remarque : Le pas de la subdivision réguliere définie par Vj € [0,n], c; = a+ j est .

Définition 2
Soient o = (¢, €1,...,Cn) €t 0’ = (), €] c;l,) des subdivisions de [a, b].

On dit que ¢ est plus fine que o ssi :

{ci, 1€ [0,nl} < {c;, i € [0,n'}.

Ilustration :

/ / — N
c; cgb=cs=c,

o’ est plus fine que o

1.2 Fonctions en escaliers

—4 Définition 3

Soit f : [a,b] — R une fonction. La fonction f est dite en escalier sur [a, b] s’il existe une subdivision o =

(co,C1,---,¢n) de [a, bl et A4,..., A, € Rtels que:

Vie[l,nl, Vx€lci—i,cl, f(x) =A;.

Une telle subdivision o est dite adaptée a la fonction en escalier f.
On note £([a, b],R) I'’ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans R.




Hlustration :

Agf------ ]
1 1
Aalo - S E I
| | |
| | |
| | |
1 1 1
M-+— ‘ .
1 1 1 1
1 : 1 1
a=cy C1 c2 b=c3

1.3 Intégrale d'une fonction en escalier

—‘ Définition 4

Soit f : [a, b] — R une fonction en escalier sur [a, b] et o = (cy, ¢y, ..., c,) une subdivision de [a, b] adaptée a f.
Soient A4,...,A, € Rtels que:

Vie[l,n], Vx€lci-1,¢il, f(x) = A4

b b
On appelle intégrale de f sur [a, b] le réel noté fou f fou f f(x)dx défini par:
[a,b] a a

b b n
f[b]f=f f=f Fdx=Y Ailci—ciy).

i=1

Remarque : Cette définition ne dépend pas du choix de la subdivision adaptée a f.

Preuve. + Commencons par monter I'invariance lorsque I'on rajoute un point a une subdivision.
Soit o = (cp, ¢, ..., cn) une subdivision de [a, b] adaptée a f.
Soit y € [a, b] \ {cy, ..., cn}, alors il existe m € [1, n] tel que ¢;;—1 < y < ¢ On considere la subdivision o a laquelle on ajoute le point
y, cest-a-dire, soit ¢’ = (¢, €1,.-.,Cm» ¥» Cm+1,---»Cn). ' est une subdivision de [a, b] adaptée a f.
La somme définissant I'intégrale en utilisant la subdivision o’ est :

m-1 n m-1 n
Y Ailci— i)+ Am(y—cm-D + Amlem =)+ Y Ailci—ci—) = Y Ailci—cim) + Amlem—cm-D+ Y, Ai(ci—ci—1)
i=1

i=m+1 i=1 i=m+1

M=

Ailei —ci—1)
i=1

qui est bien la somme définissant I'intégrale en utilisant la subdivision o.
¢ Montrons le cas général.

Soient ¢ et ¢’ deux subdivisions de [a, b] adaptées a f. Comme ¢ U g’ est construite a partir de o en lui rajoutant des points, le cas
précédent montre que la somme définissant I'intégrale en utilisant la subdivision o U est égale 4 la somme définissant I'intégrale
en utilisant la subdivision o.
De méme la somme définissant I'intégrale en utilisant la subdivision o U ¢’ est égale a la somme définissant I'intégrale en utilisant
la subdivision ¢”.
Donc la somme définissant I'intégrale en utilisant la subdivision o est égale a la somme définissant l'intégrale en utilisant la subdi-
vision o.

O



Hlustration :

En bleu : aires avec un signe +, en rouge : aires avec un signe -

II Intégrale d’'une fonction continue sur un segment

2.1 Idée dela construction

Les preuves de ces résultats ne sont pas au programme. Il faut juste comprendre comment I'intégrale est construite.

Théoreme 1

Soit f : [a, b] — R continue.
Pour tout € > 0, il existe deux fonctions ¢, ¥ € £([a, b],R) telles que :

p<f<y et Y-@<e.

Ilustration :

B N

—4 Théoréeme 2

Soit f : [a, b] — R continue. Alors

b
. {f ¢, pe&(abl,R)etp=< f} admet une borne supérieure que ’'on note Iy n (N
a )
b
. {f v,vel(la bR et f< W} admet une borne inférieure que I'on note I[’; bl N
Etona®”

I ) = Iy py (-




—4 Définition 5

b
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale de f sur [a, b] le réel noté fou / f ou
[a,b] a

b
f f(x)dx définit par :
a

b b b b
f fzf fzf f(x)dxzsup{f <p,(pEE([a,b],IR)et(psf}zinf{f w,weg([a,b],R)etfsw}.
[a,b] a a a a

—4 Proposition 1

Soit f: [a, b] — R continue.
11 existe deux suites (@) nen, (W) nen de fonctions en escalier telles que :

b b b b
vneN, p,<f<w, et limf (’0”:_[ fet lim wn:f f.
a a n—+00 Jq a

n—+oo

2.2 Propriétés de I'intégrale

Proposition 2 : Linéarité de I'intégrale }

Soient f,g € C%([a, b],R) et A, u € R.
b b b
f(/lfwg):?tf f+uf 8
a a a

Preuve.



—{ Proposition 3 : Positivité de 'intégrale }

Soit f € C%([a, b, R).
b

Si f = 0sur [a, b] alorsf f=0.
a

Remarque : Ce résultat n’est vrai que lorsqu’on suppose a < b ce qui est le cas ici.

Preuve.

Proposition 4 : Croissance de I'intégrale }

b b
Soient f,g € C%([a, b],R). Si f < g sur [a, b] alorsf fsf g.
a a

Preuve.



Proposition 5 : Inégalité triangulaire intégrale }

Soit f € C%([a, b, R).

[ilfm

Preuve.

Proposition 6 : Relation de Chasles }

Soit f € C%([a, b],R) et c €]a, b[. Alors

fubf=f:f+fcbf-

Preuve.



b b b
Remarque : En généralisant ce résultata c=b,ona: f f= f f +f f,dou fff =0.
a a b

b a a b
En généralisant encore ce résultat, on a: f f+ f f= f f=0,dou f f=- f f- Cela permet donc d’écrire une intégrale
a b a b a

avec des bornes dans un sens quelconque.

2.3 Généralisation des propriétés de I'intégrale

—4 Définition 6

Soit f € C%([a, b],R), on pose :

fbafz—fahfetf:fzo.

—4 Proposition 7

Soient f, g continues sur un intervalle I. Soient a, b,c € I, soient 1, u € R

f(ﬂtfﬂtg) Af f+uf 8.
f Ifl'
frfre

—‘ Proposition 8

Soient f,g € C%(la, b],R).
a
e Si f=0sur|a,b] alorsf f=<0.
b

a a
e Si f<gsurla,b] alorsf fzf g.
b b

> Exemple 1:

Soit f € C°([0,1]). Montrer que :
1

hm t”f(t)dtzo.

n—+

o> Exemple 2
Soient a < b. Soit f une fonction de classe C! sur [, b]. Montrer le lemme de Lebesgue :

hm / f@®)sin(n)dt =

> Exemple 3:
Calculer :
2x et
lim —dt.
x—0Jx t
> Exemple 4:
Soient 0 < a < b, déterminer :

b
lim cos(ntz) dt.
n—+oo a

2.4 Fonctions continues positives d’intégrale nulle

Théoréme 3

Soit f € C°([a, b], R) une fonction continue sur [a, b] de signe constant.
b

Alors f f=0sietseulementsi f estnulle sur [a, b].
a

Remarque : Ce résultat montre également que si f > 0 (resp. f < 0) alors [ f f>0(resp. [, f f>0).



Preuve.

> Exemple 5: Soit f continue sur [0, 1] telle que fol fnde = % Montrer que f admet un point fixe dans [0, 1].

> Exemple 6: Soit f continue sur [0, 1] telle que fol f(®dt=0.0npose: m=miny; f et M = maxp,; f. Montrer que :
1
f f?<-mM.
0

2.5 Cas particuliers

Définition 7

Soit f € C%(a, b],R), on appelle valeur moyenne de f sur [a, b] la quantité :

biafubf'

> Exemple 7: Soit f € C%([a, b]), montrer que:

1 b
Hce[a,b],f(C)—mfa f



—4 Proposition 9

Soit a > 0 et soit f € C°([~a, al,R).
 Si f estimpaire, alors :

a
f=0,
—a
ainsi, la valeur moyenne de f sur [—a, a] est nulle.

[l

ainsi, la valeur moyenne de f sur [—a, a] est égale a sa valeur moyenne sur [0, a].

e Si f est paire, alors :

Preuve.

—4 Proposition 10

Soit T >0, soit f € C°(R,R) une fonction T-périodique. Alors :

VerR,fx“Tf:fon.

Ainsi, la valeur moyenne de f sur tout segment de longueur T est constante.

Preuve.



III Sommes de Riemann

Définition 8

Soit f : [a, b] — R une fonction et n € N*. On appelle sommes de Riemann les sommes :
b-—a"zl b—
Iy r (a +k “)
n k=0
et b " b
—y (a + k2= “)
n & n
Ilustration :
On pose :
b—a

Vke[0,nl,cxk=a+k

Et on prend, pour I'illustration : n =6.

y
fx)

Co G C2 C3 C4 C5 Cp

Laire en bleu est égale a :

b-—anzl
> f
k=0

n

a+k

b—a)‘

n

fx)

Co 1 C2 C3 C4 C5 Cp

Laire en rouge est égale a :

b-a &

nop=

k
fla+ P

b—a)‘

—{ Théoréme 4]

Si f est continue sur [a, b] a valeurs dans R, alors :

et

Preuve.

10




Remarque:
» En pratique, on utilise trés souvent ce résultat pour a=0et b=1,on a alors:

i S5

n—+oo n =, n

8-

n—+oo n =1

et

¢ Dans une somme de Riemann, il n'y a que des termes en 5, et pas de termes en k ni en n seuls.
n

11



¢ Onamontré que, si f € C!([a, b)), alors :

2
B Yiinily
2n

b b— n-1
f F@dx-2=2% e
a n k=0

Donc: Y .
b—a= 1
f fdx=""2Y% f(ck)+O(—).
a n k=0 n

On a donc montré que la méthode des rectangles donne une approximation de I'intégrale en O (%)
On peut améliorer cette approximation en utilisant la méthode des trapezes. On obtient alors une approximation en
O (#) pour une fonction de classe C?, ce qui est plus précis car (#) tend plus vite vers 0 que (%)
> Exemple 8: Calculer:
1 & 1

n—+oo p

1 n
3. lim — [T +n®'"
k=1
> Exemple 9: Calculer, pour x e R\ {-1,1}:

2n
I(x) :f In(x® —2xcost+1)dr.
0

IV Lien entre intégrale et primitive

Dans ce paragraphe, I désignera un intervalle non vide de R non vide et non réduit a un point.

Théoréme 5 : Théoreme fondamental de 'analyse }

F: I —

R
a 0 g X
Soient f € C”(I) et a€ I. Soit c - Fode
a

Alors F est une primitive de f.

Preuve.
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—‘ Corollaire 1

Toute fonction continue sur un intervalle I de R admet au moins une primitive sur I.

—4 Corollaire 2

Soit f € C%(I), soit F une primitive de f sur I alors :

b
Va,bel,f f)dt=F(b)-F(a).
a

Preuve.

> Exemple 10: On pose:

: R —- R 2%
; &t(” sit#0 etf:x— p(ndt.
1 sit=0 *
Etudier le domaine de définition de f, sa parité et sa dérivée.
fr R - R
> Exemple 11: Soit g une fonction continue sur R. On pose : . [x sin(x— gD dr °
0

Montrer que f est deux fois dérivable et que :
X

X
VxeR, f'(x) =f cos(x—t)g(t)dtetf”(x)=g(x)—f sin(x—1g(rdt.
0 0

13



V Inégalité de Taylor-Lagrange

—{ Théoréme 6 : Inégalité de Taylor-Lagrange }

Soit n € N, soit f € C"*1(I), soit a€ I.
On suppose qu'il existe M € R* tel que :
veel, [f" ) < M.

Ona:

n f(k)(a) v |x_a|n+l
vxel, |f(x) 1;) A E EFER

Remarque:

 Si I est un segment, le théoréme des bornes atteintes assure 1'existence d'un majorant de | f (+1)| mais le majorant
dépend, a priori, de n.
» Linégalité de Taylor-Lagrange est globale contrairement a la formule de Taylor-Young qui est locale.

Preuve.

14



> Exemple 12: Montrer que :
2 3

X X
VxeRY, In(Q+x)—x+=—|<=.
2 3

> Exemple 13: Montrer que :
n (-1) k-1

lim Z

n—+oo =1

=1n(2).

VI Fonctions a valeurs complexes

—‘ Définition 9

Soit f : [a, b] — C une fonction continue.
On appelle intégrale de f sur [a, b] le nombre complexe défini par :

Lbf:fabRe(f)+ifabIm(f).

Les résultats suivants restent valables pour les fonctions a valeurs complexes :

—{ Proposition 11 : Linéarité de I'intégrale }

b b b
f(ﬂfﬂtg):?Lf f+uf g
a a a

Soient f,g € C%([a, b],C) et A, u e R.

—{ Proposition 12 : Inégalité triangulaire intégrale }

1

Soit f € C%([a, b}, C).

sfablfl.

—{ Proposition 13 : Relation de Chasles }

Soit f € C%([a, b],C) et c €]a, b|. Alors

fubf=f:f+fcbf~

\

—{ Théoréme 7 : Sommes de Riemann |

Soit f € C°([a, b],C), alors :

b— n-1 _ b
lim 2~ ¢ f(a+k “):f f
n—+oo n = n a
et ,
b—a b—a
li +k =

—{ Théoréme 8 : Inégalité de Taylor-Lagrange }

Soit n € N, soit f € C"**1(I,C), soit a € I.
On suppose qu'il existe M € R* tel que :
veel, |f"™ (<M.

Ona:
|X—d|n+1

B n fk(ﬂ) B &
vxel, |f(x) I;) ~ (x—a) sM—(n+1)!.

15
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