Chapitre 25 : Espaces préhilbertiens réels

Dans tout le chapitre, E désignera un R-espace vectoriel.

I Produit scalaire

—4 Définition 1

« On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x E — R vérifiant les propriétés suivantes :
— ¢ est bilinéaire :
Vx€E, ¢(x,-) estlinéaire c’est-a-dire : VA, u € R, Yy, ¥/, @(x, Ay + uy") = Ap(x, y) + up(x, y').
Vy€E, ¢(,y) estlinéaire c’est-a-dire : VA, u € R, Vx, x', o(Ax+ ux’,y) = Ap(x, y) + up(x', y),
— @ est symétrique : V(x, y) € E?, ox,y) =0, x),
— @ estpositive: Yx€E, p(x,x) =0,
- @pestdéfinie: VxeE, ¢(x,x)=0 =—=x=0.
e Si @ est un produit scalaire sur E et si (x, y) € E?, le réel ¢(x, y) est appelé produit scalaire de x et y et est
noté < x,y >, (x|y) ou x.y.

—{ Proposition 1 : Exemples de référence }

e Soit n € N* Soit E =R". Pour tout x = (x1, ..., X,) et y = (y1,..., ¥n) € E, on pose :
n
<X,y>= inyi-
i=1

<,> définit un produit scalaire sur R” appelé produit scalaire canonique.
e Soit E=C%la, b)) (avec a < b € R). Pour tout fetgeE, onpose:

b
<f,g>=f fgdt.
a

<, > définit un produit scalaire sur E souvent appelé produit scalaire usuel sur C°([a, b]).
e Soit E = /\/ln,p([R{). Pour tout Aet B € E, on pose:

n p
<AB>= Z Z al-,jb,-,j.
i=1j=1

< , > définit un produit scalaire sur E souvent appelé produit scalaire usuel sur E.

Preuve.



Remarque : Pour le produit scalaire canonique sur R” : soient x = (x1, ..., X,) €t y = (1, ..., yn) € R,
X1 N
Posons: X=| ! [etY=| : |.Ona:
Xn Yn
<x,y>=XLy.
> Exemple 1:
1. Onpose:

1
Vf,geCO([—l,I]),<f,g>:f1f(t)g(t)(1—tz)dt.

Montrer que <, > est un produit scalaire sur CO([-1,1D).
2. Onpose:

n
VRQEeR,(X],<BQ>= Y PW©0)QW ().
k=0

Montrer que <, > est un produit scalaire sur R, [ X].

Définition 2

¢ Un R-espace vectoriel E muni d'un produit scalaire < -,- > est appelé espace préhilbertien réel, et noté
(E,<-,->).
« On appelle espace euclidien, tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

Dans toute la suite, on considere (E,< , >) un espace préhilbertien réel.



II Norme associée a un produit scalaire

2.1 Définition et propriétés

—4 Définition 3

o Pour tout x € E, on appelle norme de x et on note || x| le réel positif défini par ||x|| = /< x, x >.
e On appelle norme associée au produit scalaire < , > 1’application :

E — R,
x — |xll=v<x,x>.

e On dit qu'un vecteur x € E est unitaire si et seulement si ||x|| = 1.
+ Soient x, y € E, on appelle distance entre x et y et on note d(x, y) le réel :

dx,y)=llx=yl.

Dans toute la suite, on notera || || la norme associé a ce produit scalaire.
Remarque:

n
e Sur R” muni du produit scalaire canonique : pour tout x = (xy, ..., X;) € R", on a || x|| = \ | Z xi
k=1

b
e Sur C([a, b],R) muni du produit scalaire défini précédemment pour tout f € C([a, b,R),ona || f| = \ /[ f(t)zdt.
a

Proposition 2

Lanorme | | associée au produit scalaire < , > vérifie:
e Vx€E, |x]|=0< x=0.
e Vxe E,VAER, |[Ax] = |A]lllx].

Preuve.

—‘ Proposition 3

Soient x, y € E, soient A,y eR,on a:
o [IAx+puyll? = A?|x)? +2Au < x,y >+ ylI1%.
o lx+yl2=lxlI>+2<x,y>+lyl>
o lx-yl2=lxlI>-2<x,y>+lyl*
o Identité du parallélogramme : ||x + y[IZ + [ x — y[I? = 2(|lx[1? + [ yII?)

Preuve.



Remarque : L'égalité du parallélogramme traduit le fait que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs
des deux diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des quatre cotés.

—{ Corollaire 1 : Identités de polarisation }

Soient x,y€ E,ona:

1
<xy>= §(||x+y||2 —IxIZ=1yI?).

_ 1 2 e a2
<x,y>—Z(|Ix+yI| lx—yll9).

Preuve.

> Exemple 2: Soient f, g € L(E) tels que:
VXeE, I f(l=1gxl.

Montrer que :
vx,y € E, (f(0If (1)) = (8(x)Ig(y)).

2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 4 : Inégalité de Cauchy-Schwarz }

Ona:
Vx,yeE, |<x,y>|<|xllyl.

De plus, cette inégalité est une égalité si, et seulement si, (x, y) est liée.

Preuve.



Remarque:
 dans E = R" muni du produit scalaire canonique, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

n n

2 2

= X2 vE
iz Viz

e dans E =C%([a, b], R) muni du produit scalaire usuel, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

b b
< f fide f g(n?dt.
a a

> Exemple 3: Soient ay,...,d,, b1,...,by,c1,...,c, € RY. Montrer que :

n 2 n n
( akbkck) < (Z aick) (Z bick) .
k=1 k=1

k=1

n

2 XiYi

i=1

V(X100 X1)s (V1o Yr) €R”

b
vf,geC’a,b)), f fngwdre
a

> Exemple 4: Soient 0 < a < b, montrer que :

Syl
|
Q

Inb-Ina<

!

> Exemple 5:
Soit A={(x,y,2) € R3, X+2y+3z=1}. Déterminer :

min (x* +y* +2%).
(x,y,2)€A



Proposition 5 : Inégalité triangulaire ou inégalité de Minkowski }

Ona:
Vx,yeE, lx+yl<lxl+Ilyl.

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si y =0 ou ( ilexiste A =0telque x =1 y).

Preuve.

Corollaire 2

Soient x1,..., X, € E

n
> Xk
k=1

n
< > Nl
k=1

Corollaire 3 : Deuxiéme inégalité triangulaire }

Vx,y € E, |lxl = llyl| < lx—yl

Preuve.



III Orthogonalité

3.1 Vecteurs orthogonaux, famille orthogonale

—4 Définition 4

On dit que deux vecteurs x et y € E sont orthogonaux si et seulement si < x, y >=0.

—‘ Définition 5

On dit qu'une famille (e,..., e,;) de vecteurs de E est :

o orthogonale si pour tout (i, j) € [1,n]? tel que i # j, < ej,ej>=0.

» orthonormale (ou orthonormée) si et seulement si cette famille est orthogonale et que : Vi € [1,n], lle;[| = 1
(vecteurs unitaires), c’est-a-dire si et seulement si :

Vi,jell,n], < ej,ej>= 51',]'.

3.2 Propriétés des familles orthogonales

Théoréme 1 : Théoréme de Pythagore }

Soit (e, ..., e,) une famille orthogonale de E. Alors

n n

2 2

1" eill® =3 lleill.
i=1 i=1

Remarque: Le cas particulier n = 2 correspond a la version classique du théoréme de Pythagore. On considére en effet (e}, e)
une famille orthogonale, ainsi le triangle de cotes construits sur e; et e, est rectangle. On a alors : |le; + e 12 = lle1ll® + lleall?
avec |le; + ezl qui estla longueur de 'hypoténuse et ||e; || et [ e2]l qui sont les longueurs des deux autres cotes.

Preuve.

Proposition 6

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E estlibre. En particulier, toute famille orthonormale est libre.

Preuve.



3.3 Orthogonal d’'une partie

—‘ Définition 6

Soit A une partie de E.
On appelle orthogonal de A, 'ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les éléments de A. Il est noté A*.

At ={x€E, Vye A <x,y>=0}

Soitxe€e E,ona:
xeAl = VyeA <x,y>=0

—4 Proposition 7

Soit A une partie de E. A* est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve.

Proposition 8

Soit ey,...,e;, € E et F =Vect(ey,...,,e;). Soient xe E.Ona:

Ft={xeE, Yie[l,nl, <xe >=0}.

Preuve.

> Exemple 6: Soit E = R® muni du produit scalaire usuel et soit F = {(x, y,2z) € E, x+ y— z=0}.
Déterminer F*.



—4 Proposition 9

Soient A et B des parties de E.
e Si Ac B, alors Bt c AL.
o« Ac AL,
o {0} =FEetE+=1{0}.
o AnAtcio}.

Remarque: Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A et AT sont en somme directe.

Preuve.

o> Exemple 7: Soit n e N*, soit E = R,[X] muni du produit scalaire défini par :
1
YPQeE,<PQ >=f P(1)Q(r) dt.
0
Soit P € R;_1 [X]+\ {0}.

Calculer le degré de P.

> Exemple 8:
Soit E = C%([-1,1]) muni du produit scalaire défini par :

Vf,g€E <f,g>= fllf(t)g(t)dt.
Soient F 'ensemble des fonctions paires de E et G 'ensemble des fonctions impaires de E. Montrer que :
F=G"
> Exemple 9:
Soit (E, < .,.>) un espace euclidien. On pose, pour tout a € E :

fa: E — R ot ®: E — L(ER
X = <x,a> a — fa

1. Montrer que ® est un isomorphisme.
2. En déduire que pour toute forme linéaire ¢ € L(E,R), il existe un unique a € E tel que :

Vx€E,px)=<x,a>.



3.4 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

—{ Théoréme 2 : Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt }

Soit (eq, ..., e;) une famille libre de vecteurs de E.
Il existe un unique famille (fi, ..., f;,) telle que:

e (f1,..., fn) est orthonormée
e Vie[l,n], Vect(ey,...,e;) =Vect(fi,..., fi)
e Vie([l,n], <e; f; >>0.

De plus, on a;

€1
e fi=
lleyll

k-1
e Posons:Vke[2,n], gc=ex— ) <ek f; > fi,alors:
i=1
8k
Vkel2,nl, fr=—"——.
=gl

Preuve.

10



> Exemple 10: Orthonormaliser la famille ((1,1,1), (1,0,-1),(—1,2,3)) pour le produit scalaire usuel de R3.

> Exemple 11: Soit E = R; [X] muni du produit scalaire défini par :
1
VBQEeE, <PQ >:f tP(HQ(D dt.
0

Orthonormaliser la base canonique de E.

IV Bases orthonormées d'un espace euclidien

4.1 Existence

—4 Définition 7
Soit E un espace euclidien. On appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E qui est
une famille orthonormée.

—4 Proposition 10

Soit E un espace euclidien de dimension n € N*.
Toute famille orthonormée de E a n éléments est une base orthonormée de E.

Preuve.

11



Théoréme 3

Tout espace euclidien non réduit a {0} possede une base orthonormée.

Preuve.

Remarque : Pour construire une base orthonormée, il suffit d’orthonormaliser une base quelconque de E.

4.2 Formules dans une base orthonormée

—4 Proposition 11

Soit (E, <, >) un espace euclidien. Soit B = (ey, ..., ;) une base orthonormée de E.

n
. Ver,x:Z < X, e > eg.
k=1

n n
o Soitx=) xrerety=) yrer€E.Onaalors:
k=1 k=1

k=1 k=1
X1 N
En posant X =Matg(x) =| : |etY =Matg(y)=| : [,ona:
Xn Yn
<xy>=X'y et [x|?=XxTx

en identifiant les matrices de taille 1 x 1 a leur unique coefficient.

n n n n

2 _ 2 _ 2

<XY>= ) Xpye= ), <xep><yer> et |x| —kg xk—kg <X, ep >
=1 =1

Preuve.
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Corollaire 4

Soit E un espace euclidien, B = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E et A = (a;,)1<;, j<n la matrice de u € L(E)
en base BB. Alors pour (i, j) € [1, nl?, a;,; =< u(e;), e; >.

Preuve.

Corollaire 5

Soit E un espace euclidien, B = (ey, ..., e;) une base orthonormée de E, C = (fi, ..., f;) une base orthonormée de
E.Posons P = Pass(3,C). Alors :
pt=pT

Preuve.

4.3 Base incompléte

Théoreme 4 : Théoréme de la base orthonormée incompléte }

Soit (E, < -,- >) un espace vectoriel euclidien de dimension n € N*. Soit p € [1, n].
Soit (ey, ..., ep) une famille orthonormale de E.
Alors, il existe ep+1,..., e, € E tels que (ey, ..., ep) soit une base orthonormée de E.

Preuve.

13



V Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

5.1 Supplémentaire orthogonal

Proposition 12

Soit (E, <, >) un préhilbertien réel.
Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, alors F et F- sont supplémentaires, c’est-a-dire :

FeF'=E.

Preuve.

—4 Définition 8

Soit (E, <, >) un préhilbertien réel.
Soit F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
Le sous-espace vectoriel F* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

—‘ Corollaire 6

Soit (E, <, >) un espace euclidien . Soit F un sous-espace vectoriel de E.

dim (F1) + dim (F) = dim (E).

Preuve.
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Proposition 13

Soit (E, <, >) un espace euclidien. Soit F un sous-espace vectoriel de E.

FJ_J_:F

Preuve.

Définition 9

Soit (E, <,>) un espace euclidien. Soit F un hyperplan de E. On a dim (F*) = 1. On appelle vecteur normal a F
tout vecteur non nul de F*.

> Exemple 12: Soit (E, <,>) un espace euclidien. Soit f € L(E) tel que : Vx € E, < x, f(x) >= 0. Montrer que ker(f) et Im (f)
sont supplémentaires orthogonaux.

5.2 Projection orthogonale

Définition 10

Soit E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On appelle projection
orthogonale sur F, la projection sur F parallélement a F*, notée pr.
Soit x € E. pr(x) est appelé projeté orthogonal de x sur F.

Remarque :
« Comme F et F! sont supplémentaire, la projection sur F parallélement 2 F* est bien définie. Etona:
* PFOPF=PF,
e kerpr=Ftetlmpr=F,
* VxeF pp(x)=x,
o VxeF+, pr(x) =0.

Proposition 14

Soit E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Soit (ey, ..., ep) une
base orthonormée de F.

p
Vx€E, pr(x) =) <x,e >e;
i=1

Preuve.
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Théoréme 5 : Inégalité de Bessel }
Soit E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Soit x € E et notons pr(x) son projeté orthogonal sur F. Alors :

Ilpr)I = llx|

Preuve.

Méthode 1
Pour déterminer I'expression du projeté orthogonal d'un vecteur x de E sur un sous espace vectoriel F de E, on

peut utiliser une des deux méthodes suivantes :
 Soit on détermine une base orthonormée de F et on utilise la formule de la proposition précédente.

p
* Si(ey,...,ep) est une famille génératrice de F. Pour déterminer y = pr(x), il suffit de se donner y = Z Aie;
i=1

et,comme x—y€F L de résoudre le systeme linéaire d’'inconnues A4,...,A, €R:

p
Vke[l,pl,0=<x—yer>=<x-) Ajejex>.

i=1
Cela évite de déterminer une base orthonormée de F.

o> Exemple 13: Soit E = R3 muni du produit scalaire usuel et soit F = {(x, y,z) € E, x+ y — z = 0}
Déterminer I'expression de la projection orthogonale sur F.

5.3 Distances

Définition 11
Soit F un sous-espace vectoriel de E et a € E. On appelle distance de a a F la quantité :

d(a,F) = inf]la- x|
xeF

Remarque:
o Lexistence de d(a, F) vient du fait que {|la — x|, x € F} est une partie non vide de R ( car F est non vide car espace

vectoriel) et minorée par 0 donc la borne inférieure existe.
e SiaeF,alorsd(a,F)=0.

—4 Proposition 15

Soient E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de E de dimension finie. Soit a € E.
Il existe un unique élément xg € F tel que : |la — xo|l = inlgll a—x| =d(a, F).1l s’agit donc d'un minimum.
XE

Cet unique vecteur x € F est pr(a) le projeté orthogonal de a sur F. En particulier :

d(a,F) =lla-pra@ll.

Remarque: Si E est euclidien alors : d(a, F) = | pp.(a)ll.

16



FJ_

X d(x,F)

pr(x)

Preuve.

O

Remarque : Cette proposition permet de minimiser des quantités, si on peut les interpréter comme la distance entre deux
vecteurs pour une certaine norme.

> Exemple 14 : Soit E = R® muni du produit scalaire usuel. Soient x = (1,2,3) et F = {(x, ,2) € E, x + 2y — z = 0}. Calculer
d(x,F).

> Exemple 15:  Soit E =R, [X], soient ay, ..., a, des réels distincts. On pose :

n

VBEQEeE, (PIQ)= ) Plap)Qlax).
k=0

Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur E.
Déterminer une base orthonormée de E.

Soit F={P€E, ZZ:O P(ay) = 0}. Déterminer FL.
Soit Q € E, calculer d(Q, F).

Ll e

17
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