Chapitre 9 : Equations différentielles

Dans tout le chapitre K = R ou C et I est un intervalle de R.

I Equations différentielles linéaire du premier ordre

1.1 Définition

—‘ Définition 1

Soient a, b : I — K des fonctions continues sur I.

e On dit que y: I — K est solution de I'équation différentielles linéaire d’ordre un y' + a(x)y = b(x) si et
seulement si : y est dérivable sur I et Vx € I, y'(x) + a(x)y(x) = b(x).
e On appelle équation homogene (ou sans second membre) associée a (E), I'équation :

Y +ax)y=0 (Ep)

1.2 Résolution de 'équation homogene

Proposition 1

Soit a : I — K une fonction continue sur I et A: I — K une primitive de a sur I.

I —- K

Les solutions sur I de (Ep) : ¥’ + a(x)y = 0 sont les fonctions . A=A AekK.
Preuve.
> Exemple 1: Résoudre I'équation différentielle :

y +xy=0.
Corollaire 1
Soit a € I, les solutions sur R de y' + ay = 0 sont les fonctions :
R — K
AeK.

x — e’

Preuve.

Corollaire 2

Soit a : I — K une fonction continue sur I soient xp € I et yp € K. Il existe une unique solution de I"’équation
I - K

¥+ a(x)y =0 telle que y(xp) = yo qui est : —[X avdt -
X — e 0

Remarque : Le systéme constitué de I'équation différentielle et de la condition intiale :

{ Y +ax)y=0
y(x0) = yo

s’appelle un probléme de Cauchy:.

Preuve.



1.3 Résolution de I'équation avec second membre

Proposition 2

Soient a, b : I — K des fonctions continues sur 1.
Léquation y’ + a(x)y = b(x) admet au moins une solution.

Preuve.

a
—4 Proposition 3

Soient a, b : I — K continues sur [ et (E) :

¥y +ax)y = b(x).

Si y, est une solution particuliére de (E) et si Sp est'ensemble des solutions de I'équation homogene associée a
(E), alors 'ensemble S des solutions de (E) est :

S={yp+yo, yo € So}.

Remarque : Les solutions de I’équation avec second membre sont la somme des solutions de 'équation homogeéne et d'une
solution particuliere.

Preuve.

O
o> Exemple 2: Résoudre I'équation différentielle :
Y +xy=x.
> Exemple 3: Résoudre I'équation différentielle :
du u E
dt v 7

Méthode 1
L'équation différentielle :
¥ +ay = bcos(ax) + csin(ax),

avec a, b, ¢, @ € R admet une solution particuliere de la forme :

x+— Acos(ax) + Bsin(ax),

avec A,BeR.

o> Exemple 4: Résoudre I'équation différentielle :
/

y —y=-2sinx.

> Exemple 5: Déterminer les fonctions f : [0,1] — R dérivables telles que :

Vxe[0,1], f'(x) - f(x) = £(0) + f(1).

Proposition 4

Soit (E) I'équation différentielle y’ + a(x)y = b(x) ol a et b sont continues sur 1. Soient xo € I et yg € K.
Il existe une unique solution y: I — K de (E) telle que y(xo) = yo.

Preuve.



1.4 Principe de superposition

—{ Proposition 5 (Principe de superposition) }

Soient a, b : I — K des fonctions continues.
n

On suppose que b = Z by avec n € N* et, pour tout k € [1, n], by : I — K continue.
k=1
Soit k € [1, n], soit yx une solution sur I de y' + a(x)y = b(x).

n
Alors la fonction y = Z ¥k est une solution de y' + a(x)y = b(x).
k=1

Preuve.

> Exemple 6: Résoudre l'’équation différentielle :

¥y +2y=2+3e" —4sin(2x).

1.5 Méthode de la variation de la constante

Méthode 2 : Recherche d’une solution particuliére : Méthode de variation de la constante

Soit I'équation différentielle (E) '+ a(x)y = b(x) ol a et b sont continues sur I.

Soit A une primitive de a sur I.
. . . N . I - K
« Les solutions sur I de I'équation homogene Eg) y' + a(x)y = 0 sont les fonctions o QoA AekK.

y: R - K

X e A(x)e-Aw ol A est une

¢ On cherche une solution particuliére de (E) sur I de la forme

fonction dérivable.
Ona:

y+ax)y=bx) <= Vxel, 'x)e @+ Ax) (A x)e ™ +ax)A(x)e ™ = b(x)

— Vxel, M (x) =bx)e™

La détermination d'une solution particuliere de (E) se ramene ainsi a la recherche d'une primitive de
x— b(x)eA™ sur I.

> Exemple 7: Résoudre I'équation différentielle :
A+xD)y —xy=x(1+x?).
> Exemple 8: Résoudre I'équation différentielle sur R** :

xy'+y=cos(x).

II Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

2.1 Définition

Définition 2

Soient a,b,c €K, a#0 et f: I — K une fonction continue.
« On dit que y est solution de I'’équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants ay” + by’ +
cy = f(x) (E) si et seulement si y est deux fois dérivable et: Vx € I, ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = f(x).
o On appelle équation homogene associée a (E) 'équation: ay” + by’ +cy =0 (Ey).




2.2 Résolution de I'équation homogene

Définition 3

Soit a, b, c € K, a # 0 et soit (Ep) 'équation différentielle ay” + by’ + cy = 0.
Léquation ar? + br + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique de (E).

Proposition 6

Soit a, b, c € K, a # 0 et soit (Ep) 'équation différentielle ay” + by’ + cy = 0.
Soit r € C. La fonction x — e"* est solution de (E) sur R si et seulement si r est solution de ’équation caractéris-
tique ar® + br + ¢ = 0.

Preuve.

Lemme 1

Soient a, b € K, a # 0. Soit r une racine de I'équation caractéristique ar?+ br + ¢ = 0. Soit ¥ : R — K deux fois

R —
dérivable. Posons z: r Ge:_’xy(x) .Ona:ay’+by +cy=0ssiaz’+2ar+b)z =0.

Preuve.

—4 Théoréme 1

Soit a,b,c€K, a#0 et (Ey) : ay” + by +cy=0.
Si b? —4ac = 0 alors I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 admet une racine double rj € K.
Les solutions de (Ej) sont alors les fonctions :

R - K
x — (Ax+pen avec A, ue K.
Preuve.
> Exemple 9: Résoudre I'équation différentielle :
y'-2y' +y=0.

—4 Théoréeme 2

Soit a,b,ceC, a#0et (Ey) : ay” + by +cy=0.
Si b? —4ac # 0 alors I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 admet deux racines r; et r» dans C.
Les solutions de (Ej) sont alors les fonctions :

R - C

X — A+ e avec A1, Az € C.

Preuve.

> Exemple 10: Résoudre I'équation différentielle :

y"=2iy' -2y =0.



—4 Théoréme 3

R
x

- R
— /lle”x + Agerzx

Soit a,b,c€R, a# 0 et (Eg) : ay” + by’ + cy =0.
Si b? —4ac > 0 alors 'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 admet deux racines r; et r, dans R.

Les solutions de (Ep) sont alors les fonctions :

avec 11,42 €R.

Preuve.

> Exemple 11: Résoudre I'équation différentielle :

y' -4y +3y=0.

—4 Théoréme 4

R
x

—

—

R
(Acos(Bx) + usin(Bx)) e**

Soit a,b,c€R, a# 0 et (Eg) : ay” + by’ + cy =0.

Si b? —4ac < 0 alors 'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 admet deux racines complexes conjuguées non
réelles a + i B, (avec (a, B) € R x R*).
Les solutions de (Ep) sont alors les fonctions :

avec A, ueR.

Preuve.

o> Exemple 12: Résoudre I'équation différentielle :

y'+2y +2y=0.

> Exemple 13: Résoudre I'équation différentielle suivante sur R** :

On pourra poser ¢ =Inx.

y"+y=0.

> Exemple 14: Résoudre I'équation différentielle suivante sur R :

2
On pourra poser z = ¢ .

y"+4xy + B+4x%)y=0.

2.3 Résolution de I'équation avec second membre

Proposition 7

Soient a,b,c €K, a #0, soit f: I — K continue.
Léquation ay” + by’ + cy = f(x) admet au moins une solution.

Preuve.

—‘ Proposition 8

Soit (E) : ay” + by' + cy = f(x).

Soient a,b,c € K, a #0, soit f: I — K continue.

Si y, est une solution particuliére de (E) et si Sp est'ensemble des solutions de I'équation homogene associée a
(E), alors 'ensemble S des solutions de (E) est :

S={yp+yo, yo € So}.




Preuve.

O
Méthode 3 : Recherche d’une solution particuliere
o Léquation différentielle ay” + by’ + cy = Ae’* (E) o1 a, b, c, A, A € K admet une solution de la forme :
- x— BeM si A n'est pas solution de 'équation caractéristique;
- x— Bxe si A est racine simple de 1'équation caractéristique;
- x— Bx%eM* si A est racine double de I'équation caractéristique;
ou B ekK.
o L’ équation différentielle ay” + by’ + cy = Aj cos(Bx) + Azsin(fx) (E) ol a, b, c, A1, Az € R avec § € R*
admet une solution de la forme :
- x— Bjcos(Bx)+ Bysin(fx) siif n'estpas solution de I'équation caractéristique;
— x— Byxcos(fx) + Boxsin(Bx) siif estracine simple de I’équation caractéristique.
ou Bl D BZ eR.
> Exemple 15: Résoudre I'équation différentielle :
-3y" -2y'+ y=cos(x).
2.4 Principe de superposition
—{ Proposition 9 : Principe de superposition }
n
Soient a,b,c € K, a # 0, soit f : I — K continue. On suppose que f = Z fx avec n € N* et, pour tout k € [1, n],
k=1
fx : I — K continue.
Soit k € [1, n], soit y; une solution sur I de ay” + by’ + cy = fi(x).
n
Alors la fonction y = )y estune solution de ay” + by’ + cy = f(x).
k=1
Preuve.
O

> Exemple 16: Résoudre I'équation différentielle :

y' =3y +2y=e""+e*".

2.5 Probleme de Cauchy

Proposition 10

Soit (E) I'équation différentielle ay” + by’ + cy = f(x) ot a, b,c€ K, a #0, et f continue sur I.
Soient xp € I et y, y; € K.
y(xo0) = yo

Il exist i luti I — K de (E) tell .
existe une unique solution y e (E) te eque{ y’(xo)=y(’)

Remarque : Comme I"équation différentielle est d’ordre 2, la condition initiale doit étre double pour avoir 'unicité de la
solution.

Preuve. Soit r une racine de I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0. Soit y : I — K deux fois dérivable. Posons z: - e y(x)
En reprenant les résultats de la preuve de la proposition 7, ona :

2ar+ bZ _ fx)e ™

"+by' +cy= Z'+
ay Y +cy=f(x) = P P

»



avec Z=2.
De plus:

yxo)=yo __ | #(x0)= yoe o
¥ (x0) = ¥ 2 (x0)e"0 +rz(xp)e™ 0 = y;

= —T'Xo
(:){ z(xp) = yoe

Z'(xg) = y(’)e_rxﬂ —rz(x)

z(xp) = yoe~
= { Z(xg) = ype "0 —rype”

rXxo
rXo

2a2+bZ _ f(X):frx X0

Soit Zy 'unique solution de Z’ + telle que : Z(xg) = y(’) e

z(xg) = ype "0

y(xo) = yo Z=7

ay" +by +cy=f(x)
{ -]
¥ (x0) = ¥4

Soit zg I'unique primitive de Zy telle que z(xg) = ype~"*°, on a donc:

ay" +by' +cy=f(x)
y(x0) = y0 —=z=2z
¥ (x0) = ¥

—rype”"*.Onadonc:

= Vxel, yx)=zg(x)e"™ .

D’ol1]'unicité de y.
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