Correction :

Matrices et probabilités
d’apres E3A - MP - 2023

1. (@ OnaE=kerpelmp,dim (Imp) = r etpour tout x € Imp on a p(x) = x. Donc, dans une base adaptée ala somme
directe E = ker p ® Im p, la matrice W de p s’écrit :

W = diag(o,...,0,1,...,1).
S— —\—
n-r r

(b) Onatr(W)=1+---+1=r=rg(W).

(c) det(W)=1si rrzte;zmg’sest-é-dire si p =idg etdet(W) =0sinon.
2. (a) Pour tout w dans Q, M(w) est semblable a A(w) = diag(X; (w),..., Xy (w)) , donc T(w) = tr(A(w)) = Xj(w) +... +
Xn(w).
Or X;(QQ) ={0,1} donc:
T(Q) =10, n].

(b) T estlasomme de Xj,..., X, qui sont des variables aléatoires indépendantes de loi B(p). Ainsi :
T ~B(n,p) et E(T) = np.
3. Soit w € Q, comme M (w) est semblable a A(w), il existe Q(w) € GL, (R) telle que M(w) = Q(w)A(w)Q(w)~!. Ainsi :
M(@)* = QA * Q)™ = Qw)diag(X1 (@)?,..., Xn(@)*) Q@) ™"
Or, X;(w) € {0,1} donc X; ()? = X;(w). Ainsi :
M(@)* = Q)diag(X1 (@), ..., Xp @) Q@) ™' = QW)AQW) ™" = M(w).

Donc M(w) estla matrice d’'une projection.
Ainsi, d’apres 1.(b), R(w) =1g (M (w)) = tr (M (w)) = T'(w). Donc:

R~ B(n, p).
4. (a) Pour tout w dans Q, M(w) est la matrice d’'une projection donc det (M (w)) =1 ou 0. Ainsi :
D(Q) =1{0,1}.
(b) D’apres 1.(c), (D =1) signifie A = I,;, ainsi :
D=1= [ Xi=D.

i€l1,n]

Or Xj,..., X;; sont indépendantes ainsi :

n n

Po=D=[[PX;i=D=]][p=p"

i=1 =

Donc:
D~B(p") et E(D)=
5. Soit A € Rtel que Ej (M) # 0. Alors ker(M—A1,,) # {0} doncM AL, € GL,(R) a1n31 det(M-AI,) =0.D’otidet(A—AI,) =0.

Or A— Al = diag(X; — — ). Ainsi det(A - A1) = ]_[(X, A). Donc H(X, )=
=1 i=1
Ainsi, il existe i € [[1, n]] tel que A = X;. On a donc A € {0, 1}

Donc M possede au plus deux espaces propres : Eo(M) et E1 (M).

n
6. (a) D’apresla question précédente, les sous-espace propres de M sont les E; (M) avec H X;—=A) =

Ainsi M ne posséde qu'un seul espace propressi Xj ==X, =louX; ==X, = 0 Ainsi :

= f]l(XFO))U(f]I(X,-:l)).

Dongc, par incompatibilité puis par indépendance :

n n
PV =][PX;i=0)+[[PX;i=D)=(1-p)"+p".
i=1 i=1



(b) e Silessous-espacesde M onttousla méme dimension et si M admet deux espaces propres. Alors dim (Ey(M)) =
dim (E; (M)).
Or dim (Ey(M)) = dim (ker M) et dim (E; (M)) = dim (ker(M — I,)) = dim (Im M) car M est la matrice d'une
projection. Donc dim (ker M) = dim (Im M).
Or, d’apres le théoreme du rang, dim (ker M) + dim (Im M) = n donc n = 2dim (ker M) est pair. Ce qui est ab-
surde.

* Ainsi,siles sous-espaces de M ont tous la méme dimension alors M admet un seul espace propre.
« Réciproquement, il est évident que si M admet un seul espace propre alors les sous-espaces de M ont tous

la méme dimension.
e Ainsi Z =V etdonc:

PZ2)y=PWV)=01-p)"+p".

(c) o Comme T ~ B(n,p) alors:

P(T:r):( ’: )pr(l_p)nfr:( 2rr )pr(l—p)r-

e Zsignifie que M ne possede qu'un seul espace propre ou que M possede deux espaces propres avec dim (Ey(M)) =
dim(E;(M))=r cestadire T =r.
Donc: Z =V u(T =r). Ainsi, par incompatibilité :

1«2):(1—pyt+p”+(%f)p%1—py.

(a) SoitweQ,ona

X, (@) X (w)? X1@) X (@) - Xi(w)Xpw)

! X@Xw — Xw? o Xo@)Xn)
A=l 1 [( @ - X )= : : . :

Xn(@) X1 Xn (@) X@Xp@) - Xnw)?

Ainsi, pour tout (i, j) € [1,n]? ona:
aj,j(w) = X;(w)X;(w).

(b) Soit (i, j) € [1,n]?, comme X;(Q) = Xj(Q)=1{0,1},ona: a; ;(Q) ={0,1}.
Deplus (a;,; =1) = (X; =1)n(X; = 1). Ainsi :
. Slz—],P(a,] =1)=PX;=1= pdonca,j~8(p)
e Sii#j,par 1ndependance, P(a;j=1)=P(X;=1).P(X;=1)= p? donc a; g~ B(p?).

(c) Soitwe Q,onatr(Aw)) = Z X?(w), or X;(w) € {0,1} donc X2(w) = X;(w) , d'ol tr(A(w)) = Z X;(w) ainsi :
i=1 i=1

n
tr(A) =) X;.
i=1
X1 (w) X (w)
(d) Soit j € [[1,n]. La j-éme colonne de A est X;. : ainsi Im A = Vect :

Xn(w) Xp(w)

X1 ((1)) 0
DoncdimImA=1si #| : |etrg (A) = 0 sinon. Ainsi :

X () 0

rg(A)(Q) =1{0,1}.

n
(e) D’apresla question précédente: (rg(A)=0)= [) (X; =0)donc, parindépendance: P(rg(A) =0) = H P(X;=0)=
i€[1,n] i=1
1-p".
Ainsi, P(rg(A)=1)=1-(1-p)" etdonc:

rg(A) ~ B -(1-p)".



